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Presentation du cours

Dans le langage commun, la notion de probabilité a deux interprétations différentes.

Interprétation fréquentielle. On fait un grand nombre d’expériences qui font intervenir
le hasard et qui se déroulent dans les mémes conditions (par exemple, on jette une
piece et on regarde si pile sort). La probabilité que I'expérience réussisse est a peu
pres la fréquence de succes, i.e. nombre de succes divisé par le nombre d’expériences.
Ceci correspond en fait & un résultat mathématique rigoureux (et difficile), la loi des
grands nombres.

Interprétation subjective. Un patient qui va se faire opérer demande a son médecin la
probabilité que I’opération réussise. La réponse du médecin dépend de ce qu’il sait sur
le patient et les conditions de I’opération (état de santé du malade, antécédants, qualité
de 1’équipe chirurgicale etc...). Il n’y a pas de sens a chercher la fréquence de succes
dans un grand nombre d’expériences similaires. C’est un probleme de probabilités
conditionnelles.

Seul le premier de ces deux points de vue sera traité dans ce cours a l'aide d’outils
mathématiques rigoureux; le second fait en partie ’objet d’un cours de maitrise. Nous
présenterons d’abord les notions de base des probabilités discrétes a ’aide de la notion
de famille sommable. On trouve déja dans ce cadre simple la plupart des notions
fondamentales de la théorie (variables aléatoires, moments, lois et indépendance).
On introduira ensuite I’axiomatique générale de Kolmogorov, reposant sur la théorie
abstraite de la mesure, en faisant le parallele avec le cas particulier discret traité
précédemment. Puis on s’intéressera aux suites et aux séries de variables aléatoires
indépendantes en introduisant diverses notions de convergence. On présentera deux
des résultats les plus importants de la théorie: la loi des grands nombres et le théoréme
central limite. Enfin, on fera une breve introduction & quelques notions de statistique
pour présenter des applications naturelles des concepts développés dans ce cours.

Quelques références:

e N. Bouleau: Probabilités de I'ingénieur. Hermann (1986).

e D. Revuz: Probalités. Hermann (1997).

e J. Jacod et P. Protter: Probability essentials. Springer (2000).



Chapitre 1

Espaces de Probabilités Finis

1.1  Equi-probabilité et dénombrement

Historiquement, tout part de la théorie des jeux de hasard (Pascal, Fermat, Bernoulli,...).
On peut résoudre certains problémes simples (en fait, souvent moins simples qu’il
n’y parait) par des arguments combinatoires. Assez vite, ce cadre devient trop re-
strictif; mais il y a une tres grande difficulté théorique a mettre sur pied des bases
mathématiques a la fois suffisament générales et rigoureuses. Ceci est réalisé par Kol-
mogorov dans les années 30, et nécéssite la théorie abstraite de la mesure. Formelle-
ment, on considére un univers €2, et on mesure la probabilité d’un événement (c’est-
a~dire une partie de ) par un réel compris entre 0 et 1. La difficulté principale est
que 'univers €2 est souvent tres gros et mal connu. Le formalisme de Kolmogorov
a permis un développement tres substantiel de la théorie des probabilités, qui inter-
vient aujourd’hui dans de nombreux domaines méme déterministes (on peut calculer
des intégrales, résoudre des équations différentielles ou étudier des groupes, en util-
isant des méthodes probabilistes). Cf. également la physique quantique et le principe
d’incertitude d’Heisenberg.

On va voir rapidement comment on résolvait des problemes simples a la préhistoire
de la théorie. En fait, la plupart des notions importantes par la suite y figurent déja.
La modernité fera son apparition dans les chapitres ultérieurs.

On considére un univers fini Q = {wy, -+, w, }. On appelle parfois €2 I'espace de prob-
abilité, un élément générique w une éventualité, et une partie A de €2 un événement.
L’application

P:P(Q) —[0,1] PA)= Eg—gg

s’appelle I’équiprobabilité sur Q (P(S2) désigne I'ensemble des parties de 2, et §(A) le
cardinal de la partie A; en particulier §(£2) = n).

Il est immédiat de voir que P vérifie les deux propriétés suivantes:

P(Q) = 1,
P(AUA') = P(A) +P(A") si A et A’ sont disjoints.



Il en découle que

P(A®) =1-P(A) , P®) =0
P(AUB) = P(A) +P(B) — P(AN B).

Exemple On jette trois fois une pieéce non truquée. On peut représenter 1'univers
comme ’ensemble des applications de {1,2,3} (trois jets) dans {P, F'} (P= pile, F=
face). Autrement dit, Q = {P, F}3 et 3(Q) = 2% = 8. 1l est alors treés facile de voir
que

P(on sort exactement une fois P) = 3/8,
P(on sort au moins une fois P) = 1- P(on sort trois F') = 1-1/8 = 7/8.

Exemple On considére I'arrivée d’une course de chevaux, avec dix partants, numérotés
de 1 a 10. On note l'ordre d’arrivée. On suppose que les concurrents sont de force
égale. L’univers Q) est I'ensemble des injections de {1,---,10} dans lui-méme. En
particulier §(2) = 10!. On a alors

P(le numéro 10 arrive dernier) = (w € Q : w(10) = 10) /10! = - nombre d’injections

10!
de {1,---,9} dans lui méme = 2 = 1/10.

Calculer maintenant la probabilité pour que le numéro 10 arrive dans les trois pre-
miers. (réponse: 3/10).

Exemple On considére une urne contenant dix boules noires et trois rouges. On en
tire simultanément deux. L’univers €2 est alors I’ensemble des parties a deux éléments

d’un ensemble & treize éléments. Donc §(2) = (3*) = 522-. On en déduit par exemple

que P(on ne tire aucune boule rouge) =(3°) / (33) = Gx2xIll — 90

Ces exemples tres simples ne doivent pas cacher la difficulté a trouver le bon modele
mathématique pour traiter un probleme donné. Un modele qui semble étre naturel
peut se réveller erroné. Voyons quelques raisonnements faussés.

Exemple On met de 'argent dans deux enveloppes indistinguables, I’'une contient
deux fois plus que l'autre (on ne précise pas les sommes). Un joueur choisit une
enveloppe au hasard. Il 'ouvre et compte I'argent. On lui propose alors de laisser
I’argent qu’il a eu et de prendre celui qu’il y a dans I’enveloppe encore fermée. A-
t-il intéret a le faire? On pourrait faire raisonnement faux suivant: Si on note X
la somme dans l’enveloppe ouverte, 1’enveloppe fermée contient soit X/2, soit 2.X,
chaque fois avec probabilité 1/2. L’espérance de son gain s’il change serait donc
2(X/2) + £(2X) = 5X/4 > X, et on pourrait conclure que le joueur a intérét a
changer. Bien siir, le sens commun nous dit que ¢a ne devrait pas étre le cas, que
Pespérance de son gain devrait étre la méme (sinon, il aurait encore intéret a changer
4 nouveau, et on reviendrait & la situation de départ). Pour poser rigoureusement le
probleme, il faut noter x et 2z 'argent que contiennent les deux enveloppes. L’univers
est tout simplement 2 = {z, 2z} (somme présente dans I’enveloppe que tire le joueur).
L’espérance de son gain s’il ne change pas est %:1: + %233 = %x L’espérance de son gain
s’il change est %23} + %x = %x; c’est bien la méme qu’avant.

Exemple Un responsable de jeux dispose de trois enveloppes de couleurs différentes.
Il met de ’argent dans I'une, et du papier journal dans les deux autres. Il fait en-
trer un joueur et lui fait choisir une enveloppe qu’il garde fermée. Parmi les deux
enveloppes restantes, il y en a toujours au moins une qui contient du papier journal.
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Le responsable ouvre alors une de ces deux enveloppes dont il sait qu’elle contient
du papier journal, et propose au joueur de changer I’enveloppe qu’il a en main contre
celle qui reste. Le joueur y a-t-il intéret? Au vu de I’exemple précédent, on pourrait
croire hativement que ¢a ne changerait rien. En fait, ce n’est pas le cas. En effet,
considérons I’événement A que le joueur gagne ’argent s’il décide de ne pas changer
Penveloppe, et I’événement A’ joueur gagne I’argent s’il décide de changer ’enveloppe.
Les événements A et A’ sont complémentaires (ils sont disjoints et leur union, c’est
l'univers tout entier). La probabilité de A est & 1’évidence 1/3. Celle de A’ est donc
1 —1/3 =2/3. Ainsi, le joueur a deux fois plus de chances de gagner s’il change son
choix que s’il le conserve.

1.2  Probabilités générales sur un espace fini

L’équi-probabilité sur un univers fini est la structure probabiliste la plus simple
qu’on peut concevoir, puisque toutes les éventualités ont la méme probabilité. Plus
généralement, on appelera probabilité sur Q = {w;,---,w,} toute application P :
P(2) — [0, 1] qui vérifie les axiomes suivants:

P(Q) =1,
PAUA") = P(A) +P(A") si Aet A’ sont disjoints.

On déduit immédiatement qu’on a encore

P(AY) = 1—P(A) , P(0) =0
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Il est immédiat de voir que qu’une probabilité P est caractérisée par la donnée des
probabilités élémentaires p(w;) = P({w;}), i =1,---,n. En effet on a

P(A) = > plw), VA € P().

Bw; EA

En particulier -7 ; p(w;) = 1.

Exemple Une urne contient dix milliards de boules rouges et cinq milliards de noires,
toutes indiscernables au toucher. On en tire quatre simultanément. Estimer la prob-
abilité d’avoir tiré au moins une boule rouge? On pourrait bien siir traiter cette ques-
tion avec I’équiprobabilité; cependant ¢a ferait intervenir des nombres considérables.
Comme on ne demande qu’une estimation, on peut raisonner de la facon suivante.
Compte tenu du grand nombre de boules dans I'urne, tout se passe presque comme si
on effectuait un tirage successif avec remise. La probabilité de tirer une boule noire
lors d’un tirage est de 1/3. La probabilité de tirer quatre boules noires est donc voi-
sine de (1/3)* = 1/81. La probabilité d’avoir tiré au moins une boule rouge est donc
proche de 1 — 1/81 =~ 0,98765

Exemple On jette deux dés; on prend comme univers les valeurs possibles pour la
somme des faces obtenues, c¢’est-a-dire 2 = {2,3,...,12}. Calculer p(w) pour w € €.



Chapitre 2

Espaces de Probabilités Discrets

Dans tout ce chapitre, {2 désignera un ensemble au plus dénombrable, c’est-a-dire qu’il
existe une application surjective qui envoie N sur 2. On note w I’élément générique
de Q et P(£2) 'ensemble des parties de €.

2.1 Préliminaires sur les familles sommables.

On rappelle que partie non vide P de [0, 0o est dite bornée s’il existe un réel M tel
que x < M pour tout x € P. Un tel réel M s’appelle un majorant de P. L’ensemble
des majorants de P admet alors un minimum, qu’on note sup P. Autrement dit,
M = sup P si et seulement si < M pour tout z € P et M < M’ pour tout majorant
M' de P. Si P n’est pas bornée, on pose sup P = cc.

On consideére une application a :  — [0, 0o[. Pour toute partie finie F' = {w, -+, wp}

de €2, on pose
n

D aw) =D alw).

F i=1
Comme I’addition est commutative, cette notion ne dépend pas de la fagon dont on a
numeéroté les éléments de F'.

Définition On pose

Y a(w) = sup {;a(w) . F partie finie de Q} .

Q

On dit que la famille (a(w),w € Q) est sommable si > g a(w) < co.

Par exemple, si €2 est un ensemble fini, toute famille réelle positive indexée par € est
sommable.

On observe le résultat élémentaire suivant: si (a(w),w € Q) et (a'(w),w € Q) sont deux
familles positives et si pour tout w €  on a a(w) < a'(w), alors Y g a(w) < Yq d'(w).
En particulier, si la famille (a’(w),w € §2) est sommable, il en est de méme pour la
famille (a(w),w € Q).

o0

Proposition 5i Q =N, alors Y g a(w) = Yoo, a(n).



Preuve: Par définition, >°° ;a(n) est la limite croissante quand N — oo de la suite
>N ,a(n). En prenant Fy = {0,1,---, N}, on a l'inégalité Y a(w) > ¥°°,a(n).
Pour le sens inverse, toute partie finie F' de €2, on prend N = sup F', de sorte que
F C Fy; et il en découle que Y pa(w) < XN, a(i) < X2, a(q). |

Considérons maintenant une application b : Q@ —] — 00, 00[. On dit que la famille
(b(w),w € ) est sommable si la famille (|b(w)],w € Q) l'est. Dans ce cas, on peut
encore définir Y, b(w) de la fagon suivante. Rappelons que tout réel z s’écrit comme
la différence de sa partie positive zt (qui vaut 2+ =z si z > 0 et z— = 0 sinon) et
de sa partie négative = (qui coincide avec la partie positive de —z). Si la famille
(|b(w)],w € Q) est sommable, les deux familles positives (b(w)*,w € Q) et (b(w) ,w €
Q) le sont également puisque b*(w) > |b(w)|, et on définit

D b(w) = D bw)t =D bw)”.
Q Q Q
On a alors le résultat suivant.

Proposition Supposons que la famille (b(w),w € Q) est sommable, et soit (F,,n € N)
une suite croissante de parties finies de €2 telle que U ey F, = S2. Alors la suite

Y b(w), neN

converge quand n — oo et sa limite vaut Yo b(w). Enfin on a linégalité

\Xﬂjb(w)l < %:Ib(w)l-

Preuve: La premiere assertion découle de la commutativité de 'addition et de la
proposition précédente. Plus précisément, F;, étant fini, on a

D bw) =D bw) =D b(w)”

et on sait que les deux termes du membre de droite convergent vers Y o b(w)™ et
Yo b(w)~, respectivement. L’inégalité dans la seconde assertion est évidente de la
définition méme de Y b(w). n

11 découle immédiatement de cette proposition que quand 2 = N, la famille (b(w),w €
2) est sommable si et seulement si la série 3 b(n) est absolument convergente, et alors

Lab(w) = X5 b(n).

Nous allons maintenant conclure cette section en démontrant deux propriétés fonda-
mentales de la somme d’une famille sommable.

Linéarité Si (b(w),w € Q) et (V'(w),w € Q) sont deux familles sommables, et si o, o/
sont deux réels, alors la famille (ab(w) + /b (w),w € Q) est elle aussi sommable et

T (ab(w) + ¥ () = a (; b(w)) o (; b’(w)) |

Q
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Preuve: Pour toute partie finie F' C ), on a

I3 ab) + (@) < o (z ) + e (;ww)\) |

et comme (b(w),w € Q) et (V(w),w € Q) sont sommables, il en est de méme pour
(ab(w) + 'V (w),w € Q). De plus, on a I'égalité

S (aile) +a¥(w) = o (o)) + o (L)

F

pour toute partie finie F'. En considérant une suite croissante de parties finies (F,,n €
N) telle que Q = F},, on conclut qu’on a bien

T (ab(w) + a¥(w)) = a (g b(w)) o (%3 b’(w)) o

Q

Sommation par paquets Soit I un ensemble fini ou dénombrable, et (€;,1 € I)
une partition de Q, c’est-a-dire que ; € P(Q), uNQ; =0 sii # j, et Q= U; Q.
Soit (b(w),w € Q) une famille sommable. Alors pour tout i € I, la sous-famille
(b(w), w € ;) est sommable. Sion noteo(i) = Y, b(w), alors la famille (o(i),i € I)
est elle ausst sommable, et

I I Q

So() = 3 (z b<w>> _ S hw).

Preuve: Pour tout ¢ € I et toute partie finie F; C (Q;, F; est a fortiori une partie finie
de Q, et il est alors immédiat que la sous-famille (b(w),w € ;) est sommable.

Pour montrer la formule de sommation par paquets, supposons tout d’abord que
I’ensemble I est fini. Pour chaque indice 7, considérons une suite croissante de parties
finies de €, (Fi,n € N) telle que U,y FY = ;. Posons pour chaque entier n:
F, = Ujer F! (on notera que c’est une union d’ensembles disjoints), de sorte que
(Fn,n € N) est une suite croissante de parties finies de Q telle que U,y Fr, = ©2. On
a

> (zbw)) = 3 bh(w),

puis en faisant tendre n vers I'infini, on trouve bien
£ (S0) - Sue.
I\ Q

Supposons finalement que I est dénombrable, et considérons une sous-partie finie
J C I. Posons 2y = Uje; €2, de sorte qu’on a d’aprés ce qui précede

S I < X (Zw(wn) = 3] <3 )
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Ceci montre que la famille (03,7 € I) est bien sommable.

Considérons ensuite une suite croissante (J(k),k € N) de parties finies de I avec
UJ(k) = I. On a alors Q) = Ujes) 25 On sait donc que pour tout &

IIOEDY (;b(w)> = > bw).

J(k) J(k) Qi k)

Comme (b(w),w € Q) est sommable, pour tout € > 0, on peut trouver une partie finie
F C Q telle que

Yo bw)| < e pour tout Q' C Q — F.

QI

Or UQym) = €, de sorte qu’il existe un entier kg tel que F' C () pour tout k£ > k.
En particulier, on a alors pour k > kg

Igb(w) > o)l =1 > bw) < Qz_j b(w)| < e.

J(k) Q—Q71)

En faisant tendre £ vers 0, on voit que la formule de sommation par paquets est
correcte. [

2.2 Mesure de probabilité

On utilisera désormais le langage probabiliste au lieu du langage ensembliste, a savoir
qu’on appellera 2 I'univers, les parties de {2 des événements, et un élément w € 2 un
événement élémentaire.

On appelle mesure de probabilité sur Q2 une application P : P(Q) — [0, 1] qui vérifie
les axiomes suivants.

A-1: P(Q) =1
A-2: Si A et A’ sont deux parties disjointes de €2, alors P(A UA") = P(A) + P(A).

A-3: Si (A,,n € N) est une suite croissante d’événements, alors

P(JA,) = lim P(A,).

n—00

En utilisant A-2 et en passant aux événements complémentaires, on voit qu’on peut
aussi écrire A-3 sous la forme équivalente:

A-3(bis) Si (A,,n € N) est une suite décroissante d’événements, alors

P(A,) = lim P(A,).

n—00

L’axiome A-3 n’est utile que lorsque 1'univers €2 est infini. En effet, dans un univers
fini, toute suite croissante d’événements est stationnaire (c’est-a-dire constante a par-
tir d’un certain rang), et A-3 est trivialement satisfait.

La mesure de probabilité P induit en particulier une application p : Q — [0, 1], donnée
par p(w) = P({w}).
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Proposition. Pour tout événement A, on a

P(A) = ZA:p(w)-

Preuve: C’est évident si A = {w} est un singleton. En appliquant le second axiome,
la proposition est encore vérifiée si A est un doubleton, et par récurrence, on voit que
la proposition est vraie si A est un événement fini.

Passons au cas ou A est infini. On peut numéroter ses éléments, A = {wp, - - -, wn, -},
et pour tout entier n, on pose A, = {wp, -+, w,}. On sait que P(A,,) = >§ p(w;). La
suite des événements A,, est croissante, sa limite est A, et on déduit de I'axiome A-3

que
o

P(A) = > p(wi) .

0

D’apres un résultat vu dans la premiere section, on sait que le terme de droite est
égal & Y p(w). m

En particulier, (p(w),w € Q) est une famille sommable & valeurs positives et telle que
Yap(w) =1 (d’apreés 'axiome A-1). On a une réciproque:

Proposition Soit (p(w),w € Q) est une famille sommable & valeurs positives et telle
que Y qp(w) = 1. Pour tout A € P(2), on pose

P(A) = XA:p(w)-

Alors P est une mesure de probabilité sur 2.

Preuve: I’axiome A-1 est immédiatement vérifié. Pour établir A-2, considérons deux
événements disjoints, A et A’. Si A et A’ sont tous les deux finis, on a bien

3 o) = (o) + (T o))

(par commutativité de I’addition). Passons au cas général. Pour tout € > 0, on peut
trouver une partie finie ' C A et une partie finie F' C A’ telles que

ZA:p(w)—Zp(w)<6 et %:p(w)—z;p(w) <e.

Comme A et A’ sont disjoints, il en est de méme pour F' et F’, et on déduit que

EA:p(w) + %:p(w) ~ Y pw) < 2.

FUF"

Or F'U F’ est une partie finie de AUA', et comme ¢ est arbitrairement petit, on a

%p(w) +;p(w) < Y pw).

AUA!
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Pour établir I'inégalité inverse, on se donne une partie finie G C AJA’, qu'on peut
écrire sous la forme G = FUF', ou F C A et F' C A’ sont toutes deux finies. On a

donc
;p(w) = ;p(w)JrZ,p(w) < ;p(w)Jr;p(w)-

En prenant le supremum sur les parties finies G, on a bien

XA:p(w) +§;p(w) > Y pw).

AUA/

Vérifions maintenant I’axiome A-3. Soit (A, n € N) une suite croissante d’événements;
posons A = JA,. La suite réelle 3>, p(w), n € N est croissante, elle admet donc une
limite que nous notons £. Si F' C A est un évenement fini, alors il existe un entier n
tel que FF C A, et on déduit que £ > >, p(w). Réciproquement, on a A,, C A pour

tout entier n, et donc
D pw) <Y pw);
An A

en faisant tendre n vers oo, ceci entraine £ < 3, p(w). [ |

2.3 Variables aléatoires discretes et leurs lois

Une variable aléatoire est une application X sur €2, a valeurs dans un certain ensemble
E. Le plus souvent, £ = N,Z,R ou R?. De facon informelle, une variable aléatoire
represente 'effet de ’aléas sur une expérience; par exemple X peut representer le gain
d’un joueur a la loterie...

Une variable aléatoire permet de transporter la mesure de probabilité P sur {2 en une
mesure de probabilité sur ’ensemble des valeurs prises par X.

Proposition et Définition Pour tout sous-ensemble E' C E, on note
{XeF} ={weQ: X(w) € E'}.
L’application Px : P(E) — [0, 1] définie par
Px(E') = P{X € E'}), E' € P(F)

est une mesure de probabilité sur P(E). On Uappelle la loi de la variable aléatoire X,
ou encore sa distribution.

Preuve: On a Px(E) =P({X € E}) =1, et donc 'axiome A-1 est satisfait.

Si Ey et E, sont deux parties disjointes de E, alors les événements {X € E;} et
{X € E,} sont contradictoires et donc

Py(B,UE) = P({X € E UE)) = PUX € B} U{X € B)})
P({X € E\} + PUX € By}) = Px(E,) + Px(Es).

Ceci établit A-2.
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Enfin, soit (E,,n € N) une suite croissante de parties de E; on note Eo, = U E,,. La
suite d’événements {X € E,} est elle aussi croissante, et on vérifie immédiatement
que

H{X €eE,} = {XeEL}.

On a donc

lim Py (E,) = lim P({X € B,}) = P({X € Ex}) = Px(Ex),

n—oQ

et A-3 est démontré. [ ]

Si on note {z,,n € I} ’ensemble des valeurs que peut prendre X (I’ensemble I est
nécessairement au plus dénombrable, puisque c’est le cas pour ), on voit donc que
la loi de X est caractérisée par la donnée de

px(r;) = Px({z:}) = P{X = 24}), iel.

Plus précisément, on a pour tout E' C E

Px(E') = " px(z).

A<y

Nous allons maintenant supposer que X est une variable aléatoire réelle, c’est-a-dire
que £ =R

Définition On appelle fonction de répartition de X la fonction Fx : R — [0,1]
donnée par:

Fx(z) = Px(] —o0,z]) = P{X <z}), z € R.

Nous allons montrer maintenant qu’une fonction de répartition vérifie les propriétés
élémentaires suivantes.

Proposition (i) La fonction Fx est croissante, avec

lim Fx(z)=0 et lim Fx(z)=1.

T—r—00 T—>00
(ii) La fonction Fx est continue & droite, sa limite a4 gauche au point x vaut

Fx(e—) = lm Fx(y) = Px(] - o0,a]).

(iii) Pour tout x € R, on a
px(z) =P({X ==z}) = Fx(z) — Fx(2—);
en particulier, la fonction de répartition Fx caractérise la lot de X.

preuve: (i) Siz < ', alors | — 00, z] C] — 00, 2| et on a bien Fx(z) < Fx(z'). Comme
| — 00, 00[= Upen] — 00, 1], on a

lim Fx(n) = Px(] —oo,00]) = 1.

n—o0
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De méme | — 00, 00[= Upen] — 7, 00[ et comme Fx(—n) = 1 — Px(] —n, oo[), on a donc

1 —nli_>rroloFX(—n) = Px(] —o00,00[) = 1.

(ii) Soit (z,,n € N) une suite réelle qui décroit vers z. La suite des événements
{X < z,} est décroissante et {X < z} = N{X < z,}. On a donc Fx(z) =
lim Fx(x,). Supposons maintenant que (z;,,n € N) est une suite strictement crois-
sante qui converge vers z. Alors la suite des événements {X < z!} est croissante et
{X <z} = U{X <z}. On adonc Fx(z—) = lim Fx(z}).

(iii) 11 suffit d’écrire {X <z} = {X <z} U{X =z} et d’appliquer A-2. n

2.4 Moments d’une variable aléatoire réelle

On suppose a nouveau que X est une variable aléatoire réelle, et on introduit la notion
suivante:

Définition Si la famille {| X (w)|p(w),w € Q} est sommable, on dit que X admet un
moment d’ordre 1 et on pose

E(X) = ZQ: X(w)p(w).

On appelle cette quantité ['espérance, ou la moyenne, de X.

Plus généralement, pour tout réel k > 0, on dit que X admet un moment d’ordre k si
la variable aléatoire | X|¥ admet un moment d’ordre 1.

Il est immédiat de voir que si la variable X est bornée, c’est-a-dire s’il existe un réel
M > 0 tel que |X(w)| < M pour tout w € Q, alors X admet des moments de tous
ordres. C’est le cas en particuler lorsque 'univers €2 est fini. L’espérance satisfait les
propriétés suivantes:

Proposition (i) Si la variable aléatoire X admet un moment d’ordre 1, et si {x;,i €
I} désigne l’ensemble des valeurs prises par X, alors la famille (z;P({X = z;}),i € I)

est sommable et
E(X) = ZmiIF’({X =;}).
icl

(i1) Si X etY sont deuz variables aléatoires qui admettent toutes les deux un moment
d’ordre 1, alors pour tout o, 3 € R, c’est aussi le cas pour la variable aX + BY et on
a

E(aX + AY) = oE(X) + BE(Y).

Preuve: (i) Posons Q; = {w € Q: X(w) = z;}. La famille {€2;,7 € I} est une partition
de €2, et il ne reste qu’a appliquer la formule de sommation par paquets.

(ii) C’est une conséquence de la linéarité de la somme pour les familles sommables. B
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Proposition et définition Si X admet un moment d’ordre 2, alors il admet également
un moment d’ordre 1. On pose alors

Var(X) = E(X?) - E(X)?,
et on appelle cette quantité la variance de X. On a l'identité

Var(X) = E((X - E(X))?) .

En conséquence, Var(X) > 0, on appelle 0 = y/Var(X) U’écart-type de X .

Preuve: En considérant la partition de I'univers en Q = {|X| <1} U{|X]| > 1}, on
déduit que

%:\X(w)\p(w)é > plw)+ Y X(w)pw) <P{IX|<1}) +EX?),

{1 x]<1} {|x1>1}

ce qui montre que X a un moment d’ordre 1. Ensuite, il suffit de poser m = E(X) et
d’écrire

E((X —m)?) = E(X? —2mX +m?) = E(X?) - 2mE(X) + m® = E(X?) —m? o
Les notions d’espérance et de variance sont tres utile pour estimer la queue de la
distribution d'une variable aléatoire.

Inégalité de Markov Soit X une variable aléatoire qui admet un moment d’ordre
1. Pour tout réel a > 0, on a

P({|X]>a}) < a 'E(X]).

Preuve: 1l suffit d’écrire

E(|X|)=§|X(w)lp(w) > ) [ X(W)lpw)

X(w)|=a

> > apw)=aP({|X]>a}).

X(w)|za

Inégalité de Bienaymé-Chebitchev Soit X une variable aléatoire qui admet un
moment d’ordre 2. Pour tout réel a > 0, on a

P ({|X -~ E(X)| > a}) < a”*Var(X).

Preuve: Pour simplifier, posons m = E(X). On a

P(X —m|>a) =P(|X —m|*>d?),

16



et il ne reste qu’a appliquer I'inégalité de Markov. [ |

Corollaire Une variable aléatoire est constante avec probabilité 1 si et seulement si
sa variance est nulle. Elle est alors égale a sa valeur moyenne.

Preuve: Si X a une variance nulle, alors I'inégalité de Bienaymé-Chebitchev entraine
que pour tout € > 0, P({|X — E(X)| > €}) =0, c’est-a-dire P({X =E(X)}) = 1. La
réciproque est évidente. [ |

2.5 Fonction génératrice d’une v.a. a valeurs entieres

On suppose dans cette partie que X est une v.a. qui prend toutes ses valeurs dans N.

Définition On appelle fonction génératrice de X la fonction Gx : [0,1] — [0,1]
donnée par

Gx(s) = E(s*) = ) s"P(X =n).
n=0
(On utilise la convention 0° =1 dans le cas s =n =0.)

Proposition La fonction génératrice est une fonction entiére sur [0,1], de rayon de
convergence supérieur ou égal a 1. Elle détermine la lot de X, plus précisément on a
pour tout entier n

G(0)

ol Gg?) désigne la dérivée n-ieme de Gx.
Preuve: Le fait que G'x soit une fonction entiere est clair sur sa définition. Comme la
série correspondant & Gx (1) a tous ses coéfficients positifs et que Gx (1) = E(1%) = 1,

le rayon est au moins égal a 1. La formule qui donne les coefficients d’une série entiere
en fonction de ses dérivées a I'origine termine la preuve. [ |

Exemples fondamentaux e Prenons pour X une variable de Bernoulli de parametre
p €[0,1], cest-a-dire P(X =1) =p, (X =0)=1—p. On a Gx(s) =1 —p+ sp.

e Prenons pour X une variable binomiale de parametres (n,p), oun € Net p € [0, 1],
c’est-a-dire
P(X =k) = (1) pF(1 —p)"*, k=0,1,---.,n.

(Pour vérifier que Y5 P(X = k) vaut bien 1, il suffit d’appliquer la formule de Newton.)
On a d’apres la formule de Newton:

n

Gx(s) = Y. (A —p)"*s" = (ps+1-p)".

e Prenons pour X une variable géométrique de parametre p €]0, 1, c’est-a-dire

P(X =n) = (1 —p)p" n € N.
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(Pour vérifier que Y 0°P(X = n) vaut bien 1, il suffit d’appliquer la formule pour la
somme d’une série géométrique.) On a alors

Gx(s) = Y s (L—p)p" = 2
x(s) = s\t=p)p = .
= 1—sp
e Prenons pour X une variable de Poisson de parametre ¢ > 0, c’est-a-dire
CTL
P(X =n) =e “—, n e N.
n!
On a alors -
— Z C_ e e — ec(s—l) )
n!

n=0

2.6 Variables aléatoires indépendantes

Soient Xi,---, X, une famille de n variables aléatoires discretes, a valeurs dans
Ela T En
Définition. On dit que les v.a. X1,---, X, sont indépendantes si

P(Xlzl'l,"',Xn:.Tn) = HP(X =
pour tout , € Ey,---,x, € E,.

Il convient de prendre garde au point suivant: il existe des variables X, Xy, X3 qui
sont deux a deux indépendantes sans que le triplet le soit. Par exemple, si By et B,
sont deux variables de Bernoulli indépendantes, on peut prendre X; = By, Xy = By
et X3 = B1B;,.

Il est immédiat de renforcer cette propriété.

Proposition. Les v.a. X1, -+, X, sont indépendantes si et seulement si

(fl(Xl) H]Efz )

pour toutes les fonctions bornées f; : E; — R.

Preuve: Pour simplifier, nous supposerons n = 2; le cas général est analogue mais
avec des notations plus lourdes

(fl(Xl)fZ(XQ))
= X;zfl X1 (w)) fa(Xo(w))p(w)
= ZE;E fi(zy) fo(x2)P(Xy = 21, Xy = x3)  (sommation par paquets)
= EIEX:E: fi(21) fo(2)P(X1 = 21)P(X2 = 75)  (indépendance)
= (%: f(z)P(Xy = 331)) ( ZE fzo)P(Xy = :1:2)> (sommation par paquets)
— BADEG(G).
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La réciproque est évidente. [ |

Voici une application simple de ce résultat.

Corollaire Si X et Y sont deuzr vartables aléatoires réelles indépendantes qui admet-
tent toutes les deuz un moment d’ordre deuz, alors Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Preuve: Grace a la linéarité et a I'indépendance, on a

E(X +Y)%) = E(X?+2XY+Y?) = E(X?) + 2E(X)E(Y) + E(Y?)
E(X +Y)* = EX)*+2EX)E(Y)+E®Y)?,
ce qui conduit au résultat en prenant la différence. [ |

Les fonctions génératrices sont tres utiles pour étudier les sommes de variables indépendantes
comme le montre le résultat suivant.

Corollaire 5@ X1, - - -, X, sont n variables aléatoires a valeurs entieres indépendantes,
alors la fonction génératrice de la variable X; + -- -+ X, est le produit des fonctions
génératrices, Gx,1..+x, = [li=1 Gx,-

Preuve: On a pour tout s € [0, 1]:

GX1+---+Xn (8) =K <8X1+."+Xn) =K (le cen SXn) — ﬁ E (SX") = ﬁ GXi(S) Re
=1

i=1

Corollaire Soit X1, --,X,, n variables indépendantes qui suivent toutes la loi de
Bernoully de paramétre p, 0 < p < 1. Alors S = X1 +--- 4+ X, suit la loi binomiale
de paramétres (n,p).

Preuve: D’apres la proposition précédente, la fonction génératrice de S est Gg = G,
ou X désigne une variable de Bernoulli de parameétre p. Comme Gx(s) =1 — p + sp,
on a donc Gs(s) = (1 —p+ sp)™, qui est la fonction génératrice de la loi binomiale de
parametres (n,p). Comme la fonction génératrice caractérise la loi, le corollaire est
démontré. [ ]

On peut démontrer de la méme maniére que si X et X' sont deux variables indépendantes
qui suivent des lois de Poisson de parametres c¢ et ¢/, respectivement, alors X + X’
suit encore un loi de Poisson de parametre ¢ + ¢’ (exercice).
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Chapitre 3

Espaces de Probabilités Généraux
et Variables Aléatoires

3.1 Axiomatique de Kolmogorov

On se donne un espace abstrait 2, qu’on suppose muni d’une tribu F. C’est-a-dire
que F est une partie de ) te e que

a Q F.
b i F, aors F.
c i est une suite d’e ements dans F, a ors F.
ar passa e au comp ementaire, on a aussi sous es pot eses de c que F.
On appe e mesure de probabi ite sur 2 F une app ication  F qui eri e
es a iomes sui ants
Q
i F sont disjoints, a ors
i est une suite croissante d’e ements dans F, a ors
im
On era re erence & . comme a propriete de -additi ite de . On notera que,
par passa e au comp ementaire dans . , si est une suite decroissante
d’e ements dans F, a ors im
On dira que a tribu F est comp ete pour si pour toute sous-partie = d’une partie
F de probabi ite nu e, , on a F. est de p us cair que dans ce
cas, . aci e de construire une tribu F qui contient F et d’etendre a F
de te e sorte que F soit comp ete pour ’e tension de .  sera p us commode pour
nous de toujours supposer que F est comp ete pour . On dira qu’un e énement
est eri e presque surement si son comp ementaire ) a une probabi ite nu e.

On uti isera ’abre iation p.s. pour presque-sur.

i est un espace muni d’une tribu on prendra sou ent pour a droite ree e
ou un espace euc idien et pour  a tribu bore ienne , on appe e ariab e a eatoire a
a eurs dans  toute app ication mesurab e Q



orsque est une .a. ree e,onditque admet un moment d’ordre si
ans ce cas, on pose

et on it e terme de auc e esperance de , ou mo enne de . ’espace des
ariab es a eatoires ree es ou comp e es qui admettent un moment d’ordre est note

Q c’est un espace ectorie et ’app ication est ineaire et positi e,
i.e.

ans ce cours on era sou ent appe au resu tats sui ants de at eorie de a mesure

[N

g
v ’ v ’
im
im
v ‘ v
imin imin
T : g v
‘ ’ v g v v oo v
7 v
im
us enera ement, pour tout , on note Q ‘espace des .a. te es que
. On rappe e que pour , Q est un espace de anac orsqu’i

est muni de a norme

es resu tats que nous a ons etab is dans e c apitre precedent sur es .a. discrétes
de nition et ormu es pour a ariance, ine a ite de iena me-C ebitc e ,... sont
encore a ab es dans e cadre enera nous ne es re-ecri ons pas et aissons a preu e
comme e ercice.

3. oi d u e varia le aleatoire
oit, QF une ariab e a eatoire. On appe e oi de a mesure ima e
de par , c’est-a-dire a mesure de probabi ite sur donnee par

Q



est trés acie de eri er que est bien une mesure de probabi ites sur
On peut aussi ormu er cette de nition sous a orme equi a ent

)

‘unicite est e idente en prenant pour ’indicatrice d’un ensemb e mesurab e
enerique F, puisque dans ce cas

ar inearite, ’identite de ’enonce est eri ee pour toute onction mesurab e eta ee.
ar passa e a a imite, on oit que ’identitee reste raie pour mesurab e bornee

enera e. |
a ol d’'une ariab e a eatoire ree e est donc une mesure sur muni de a tribu
bore ienne , de masse . 0 ons que ques € emp es ondamentau . out d’abord,
commencons par quatre ois discretes que nous a ons deja ues.
a masse de irac en , ,est a oide a ariab e a eatoire qui aut presque
partout. ne te e ariab e est notee par un e er abus de notation.
a oide ernou ide parametre est ,ou est es mboe
de a masse de iracen . e meme, a oi de oisson de parametre est
e et a ol eometrique de parametre est

assons ensuite a des ois sur  abso ument continues par rapport a a mesure de
ebes ue, qu’on notera

a mesure de ebes ue sur est une mesure de probabi ite, qu'on appe e a oi
uni orme sur . us eneraement, si , On appe € 0i uni orme sur a
mesure de probabi ite

a mesure sur  de densite — a bien pour masse , c’est une mesure de
probabi ite sur qu’on appe e a oi de Cauc standard.

our tout , amesure e a pour masse , c’est donc une mesure de
probabi ite qu’on appe e a oie ponentie e de parametre

n ecri ant

on obtient ’identite e . insi, a mesure —e a pour masse

,on ’appe e a oinorma estandard. us enera ement, pour tout et ,



a mesure sur de densite

a e aement pour masse i s’a it d’unc an ement de ariab essimp e ,on ’appe e
a ol auss de ariance centree en , et on a note

-a- Cacuer amo enne et a ariance de a oide auss on trou e et
, respecti ement .

-b- our tout entier ,ca cuer e momentdordre de a oie ponentie e de parametre
on trou e

-c- ontrer que a oi de Cauc n’admet pas de moment d’ordre

out comme dans e cas discret, i est sou ent commode de decrire une oi de proba-
biite sur a ’aide de sa onction de repartition

) ’ ’

v

ar e emp e, a onction de repartition de a oi uni orme  sur est
si , si , et si . a onction de repartion de
a oi de Cauc standard est —arctan . a onction de repartion de a
oi de auss nadmet pas d’e pression e p icite simp e.

a onction de repartition caracterise a oi , puisque pour tout inter a e de
t pe , on a , et qu'une mesure bore ienne sur  est
determinee par a donnee des masses qu’e e attribue au inter a es de cet pe. us
precisement, en tant que onction croissante, induit une mesure de tie t es sur
notee , et ona

On dit qu'une oi ree e est continue ou aussi qu’e e n’a pas d’atome si sa onction

de repartition  est continue. ne oi abso ument continue i.e. a ant une densite

par rapport a a mesure de ebes ue est a ortiori continue. a onction reciproque
d’une distribution continue de nie par

in
s’appe e e de a distribution . Cette notion oue un ro e important en

statistique.

o ons une app ication a a simu ation de ariab es a eatoires sur un ordinateur, qui
repose sur ’idee sui ante. est c air que si est une onction mesurab e,
aors 'ima epar d'une .a. estune .a. . a oide peut etre deduite
de ce ede par ¢ an ement de ariab e.

i est une ariab e de oi uni orme sur , aors 0 est
une ariab e de oi e ponentie e de parametre . n e et, pour tout , On a



e e , et on reconnait a onction de repartition de a
oi e ponentie e de parametre

oit une .a. de oi e ponentie e de parametre . On note sa partie
entiere. On a donc

et on oit donc que a pour oi une oi eometrique de parametre e

oit une .a. norma e standard, i.e. de oi . eri er que
suit une oi de auss centree en et de ariance |, i.e.

a p upart des ordinateurs permettent de enerer des ariab es a eatoires de oi uni-
orme sur , c’est-a-dire que ’ordinateur ournit a ’utiisateur un nombre ree
a eatoire  te que a ec probabiite pour . a trans ormation
precedente permet de enerer des ariab es a eatoires de oi arbitraires a partir d’une
ariabe  sui ant une oi uni orme sur

in

s’a it de eri er que a pour onction de repartition . On a pour tout

in
‘une part, a derniere assertion de est satis aite des que , autrement
dit on a . Comme suit a oi uni orme, i en decou e que
‘autre part, si a derniére assertion de est eri ee, a ors pour tout
, ¢’est-a-dire . On a donc

puisque  suit a oi uni orme . On ait tendre  ers , et comme est continue a
droite, on obtient

n conc usion, on a donc eri e que est a onction de repartition de . [ |

Cette met ode permet de simu er un rand nombre de ariab es a eatoires, mais pas
toutes. ar e emp e, on ne peut pas simu er ainsi une ariab e aussienne, car on ne
connait pas e p icitement a onction de repartition de a oide auss, et a ortiori pas
son in erse. On erra dans a section sui ante comment contourner cette di cu te.



3.3 de e da e

uand on e prime ’independance en termes des distributions, on obtient que deu

.a. et sont independantes si et seu ement si a oi du coup e ,

eri e

utrement dit, a oi sur est a oi produit . n particu ier,
etant donnees deu ois de probabiites et sur et ,i est acie de construire
un espace de probabi ite et deu  .a. et independantes et de ois respecti es

et . us precisement, on prend ’espace produit , qu’on muni de a tribu
produit , et de a mesure produit . nsuite on prend pour a premiere
pro ection , et pour a seconde pro ection.

On a immediatement

i et sont independants, a ors on a bien

orsque et . ar inearite, a ormu e reste aabepour et eta ees.
e cas enera en decou e par appro imation. [ |

eri er que si et sont independantes, a ors i en est de meme pour
et pour toutes onctions mesurab es et

us enera ement, on dira que ariab es a eatoires sont independantes
si es premieres ariab es sont independantes et si es ariab es
et e sont e a ement. est tres acie de eri er a propriete sui ante

’

v

o0 ons maintenant comment a notion d’independance permet a simu ation de, non
pas une, mais deu ariab es aussiennes independantes. our ce a, on commence par



simu er une ariabe de oi uni orme sur ,et une ariabe de oie ponentie e
de parametre , independante de . On pose ensuite

cos sin

On peut eri er aors par un ¢ an ement de ariab e en coordonnees po aires que
et sont deu ariab es independantes, toutes es deu de oi . ne et, soit
une app ication mesurab e bornee. On a

— e Cos sin

e COS sin

ou a premiere e a ite decou e du ¢ an ement de ariabe et a seconde du
passa e en coordonnees po aires. On oit maintenant que a oi du coup e est
abso ument continue par rapport a a mesure de ebes ue sur , a ec pour densite

—e p ——ep



a 1tre

ales eMar o s r es a e
1et atri es e tra sitio s

.1 relimi aire

n processus stoc astique est une suite de ariab es a eatoires qui
decrit ’e o ution d’'un p enomene a eatoire. On tra ai e en temps discret inde e
par es entiers et on supposera de p us que ’espace d’etat dans eque e processus
prend ses aeurs est ni. es processus stoc astiques inter iennent de acon tres
nature e dans es app ications.

eteoro o ie temperature en un ieu donne au our , ou encore

auteur des precipitations pour ’annee
ourse cours d’une action e our ,ouc i red’a aire d'une societe 'annee
ssurance est e montant tota des indemnites ersees par une compa nie

d’assurance pour des sinistres sur enus e mois

pidemio o ie nombre d’indi idus in ectes par une ma adie conta ieuse au
bout de  ours.

eu ordre des cartes d'un eu qui a ete battu  ois.

n de decrire ’e o ution du processus, on a besoin de a notion de probabi ites
conditionne es.

v v
est immediat de eri er que ’app ication F est une mesure de
probabi ite sur €). ous nous interessons au cas ol et

e acon in orme e, orsque ‘e o ution d’un processus stoc astique apres une date
, ne depend du passe qu’a tra ers sa position au temps et non pas



du tra et qu’i a sui i pour atteindre cet etat , on dit qu’i eri e a propriete de
ar o . Ce p enomene apparait sou ent. ar e emp e, si on bat un eu de cartes

sui ant tou ours a meme tec nique, a distribution a eatoire des cartes au ran

sac ant es ordres au ran s , ne depend que ’ordre au ran et pas des

precedents. On se ardera de croire que a propriete de ar o est e ot de tous

processus stoc astiques.

oici a de nition precise.

N
-
N
-

R

uand on se donne des probabi ites de transitions ,1 est aci e de simu er sur
ordinateur une ¢ aine a ant ces probabi ites de transitions. our tout entier et tout
, on simu e par andom des .a. independantes de oi . On prend
andom . Connaissant , on prend ensuite andom ,

puis on recommence, etc...

o ons maintenant des e emp es concrets.

C aine a deu etats Considerons ’etat d'une i ne de te ep one
si a 1 neest ibre a ’instant , et si a 1 ne est occupee. upposons que
sur ¢ aque inter a e de temps, i  a une probabi ite qu’un appe arri e un appe
aupus. 1 a i neestdea occupee, 'appe est perdu. upposons e a ement que
si a 1 ne est occupee au temps ,1 a une probabiite qu’e e se ibere au temps
. On peut mode iser ainsi une ¢ aine de ar o a a eurs dans ,a ec
matrice de transition

ie d’attente simpe On modi e ’e emp e precedent en supposant qu’on peut
mettre un appe en attente. es appes arri ent et a i ne se ibere comme a ant.
i un appe arri e pendant que a i ne est occupee et si e s steme n’est pas sature,
appe est mis en attente. 1iun appe arri eaors qu’i  a de a un en attente, i est
perdu. Cette ois ’espace d’etat est . Ona

€ meme

ecasolui ae actement un appe retenu au temps est un peu p us de icat. On
a ‘appe se termine et pas d’appe nou eau arri e et
un appe nou eau arri e et ce ui en cours continue . Comme a somme



doit aoir , on a donc
ina ement, a matrice de transition de a c aine est

On supposera desormais que est une c aine de ar o a ec pour proba-
bi ites de transition . On decrit tout d’abord ’etat de a c aine.
E J )7

a premiere ormu e s’obtient par recurrence. us precisement, on a

a seconde ormu e en decou e e a ement part un ca cu simp e de recurrence. [ |

ne app ication importante de a proposition est a sui ante ons des entiers et

, et soient des points de . On a a ors
n n n n n n
n n
n n n n
n mots, si on sait qu’a ’instant a ¢ aine est en , aors a c aine

, obtenue par trans ation tempore e, ne depend pas de a
tra ectoire sui ie pour arri er en au temps , et a meme oi que a ¢ aine initia e
quand e eest issuede . C’est une propriete con orme & ’intuition qu’on peut a oir.



. om orteme t m totique de i e de
r ov

On rappe e que desi ne a matrice de transition d’'une ¢ ane de ar o . On
s’interesse a a distribution de quand , ce qui re ient a etudier a suite de
matrices quand

Considerons d’abord ’e emp e simp e de a ¢ aine a deu etats

a ec orsque esrees et sont connus, on peutee er a a puissance

en uti isant un ordinateur. i on ne dispose pas d’ordinateur, ou si on eut traiter
e cas enera, on peut dia onaiser . es a eurs propres sont et , et on
dia ona ise a ec

a dia ona e de  est constituee des a eurs propres. es coonnes de  sont es

ecteurs propres a droite de , et es i nes de es ecteurs propres a auc es.

es ecteurs propres sont uniques a une constante mu tip icati e pres on a c¢ oisi a
constante pour a a eur propre de sorte que a premiere i ne de soit un ecteur
probabi ite on erra p us tard pourquoi . On a a ors

et un ca cu simp e donne

Comme ,on oit que
im
e ait que a seconde a eur propre, soit en modu e strictement in erieure

a est primordia dans e cacu a matrice imite est constituee de deu ecteurs
i nes identiques, qui est e ecteur propre a auc e de , norma ise de sorte a etre
une probabi ite.

upposons maintenant que ’etat initia de a c¢ aine est donne par une probabi ite
, ous a ons u que ’etat de a c¢ aine au temps

suit a oi caracterisee par

ou



et on deduit que quand , que que soit ’etat initia de a c aine,
im — im —

On notera que a imite en oi qu’on a obtenue est donnee par e ecteur propre associe
a4 a aeur propre , norma ise pour etre une probabi ite.

’

v

our usti er atermino o ie,on oit que si est une probabi ite in ariante et si ’etat
intia de ac aine suit a oi , a ors suit e a ement a oi pour tout puisque
a oide est

e iste tou ours une probabi ite in ariante quand on tra ai e a ec des ¢ aines de

ar o sur un espace d’etat ni. n e et a condition montre que
e ecteur est ecteur propre a droite associe a a a eur propre

onc admet un ecteur propre a auc e, et on peut montrer qu’i est tou ours
possib e de ¢ oisir e ecteur propre a auc e a ec des coe cients positi s, et donc
de e norma iser pour en aire un ecteur probabi ite. es questions nature es qui se
posent a ors sont de sa oir si cette probabi ite in ariante est unique, puis si que que
soit a distribution initia e de a c¢ aine, ’etat con er e quand e temps tend ers
‘in ni, ers cette probabi ite in ariante.

On peut obser er que si, pour une distribution initia e donnee ,
con er e en oi ers un ecteur probabiite , autrement dit im , & OIS
, et est necessairement une probabi ite in ariante.

e t eoreme de erron- robenius permet de repondre a cette question pour une tres
rande ami e de matrices. ous a ons enoncer e resu tat sans e demontrer.

erron- robenius

v g

ous es pot eses dut eoreme de erron robenius, on peut ecrire sous a orme
, ol

a ec matrice dont a pus rande a eur propre est strictement
in erieure a . Cette obser ation entraine e resu tat sui ant pour es c aines de
ar o .

im



On app ique et eoréme de erron- robenius. est aciede oir que ap us
rande a eur propre de  dont on sait qu’e e est ree e positi e aut necessairement,
e ecteur propre a droite a tous ses coe cients e au a , e ecteur propre a

auc e est norma ise de sorte a etre un ecteur probabi ite.
Comme apus rande a eur propre de a matrice eri e

,on a en particu ier im p us precisement, a itesse de con er ence est
en

n consequence, nous a ons

im

acon er ence en oi ers en decou e, ainsi que ’unicite de a probabi ite in ariante.
|

‘Une acon un peu p us enera e, on a ‘e tension sui ante.

v v

v

Considerons une oiinitiae , ons et notons . On

a , et d’aprés e premier coro aire, con er e ers quand
tend ers . a imite ne depend pas de , donc que que soit a distribution initia e,
con er e en oi ers e ecteur propre probabiite a auc e associe a a a eur
propre de . Ceci assure ’unicite de a probabi ite in ariante. [ |

On se ardera de croire que e resu tat precedent est a ab e en toute enera ite. est
aci e de construire des ¢ ainesde ar o possedant p usieurs probabi ites in ariantes.



a 1tre

ites et éries e Variables
Aléatoires

On considére une suite de .a. & aeurs ree es et on s’interesse au
comportement as mptotique de cette suite a eatoire. ’etude repose en partie sur un
resu tat e ementaire trés uti e.

.1 e emme de ore te 1

On consideére une suite d’e enements dans 2. a suite des e enements
, est decroissante, son intersection

im sup

est encore un e enement dans 7. On remarquera que represente ’ensemb e des a eas
qui appartiennent a une in nite d’e enements , autrement dit im sup
ce qui usti e a notation.

n

i ons . e isteunentier te que , et en consequence
e a de nition de , on tire . [ |

a une reciproque partie e a a partie directe sous une pot ese d’independance
entre es e enements.

v

n particu ier, si es e enements sont independants, a ors pour toute ami e



nie d’entiers , 0N a

v

, , v g

Comme es  sont independants, i en est de meme pour eurs comp ementaires,
et on a

€p
On ait tendre ers , et on tire
ep
Comme es e enements decroissent ers quand , on a bien
et donc . [ |
. iver mode de o verge e
v g
v v o v’ v
im

v g ‘v v

im

est aciede oir que esresu tats usue ssur es imites unicite de a imite, inearite
sont a ab es dans es deu cas.

’ ’

v g g

oit ‘e enement de probabi ite qui apparait dans a de nition. On e
, €t pour ¢ aque entier , on considére ’e enement

sup



a suite des  est decroissante et puisque con er e ers sur . On
a donc im . Comme

on a im . |

a reciproque est ausse oici un contre e emp e On prend {2 qu’on munit de
amesure de ebes ue. ourc aque ,onnote ’unique entier te que
et on prend . est c air que pour tout ,
, de sorte que en probabi ite. eanmoins, pour tout , 1 e iste
une in nite d’entiers pour esque s , et ne con er e pas ers

3

N re anc e on a une reciproque partie e.

s,

T z
v g v
Comme pour tout , on peut trou er pour tout
un entier te que . aserie

con er e donc. ’apres e emme de ore-Cante i, a probabiite de ’e enement

est nu e. i desi ne ’e enement comp ementaire, on a donc , et par
de nition de  pour tout ,1 e iste un entier te que

pour tout
Ceci montre que . [ |

n t eorie de ’inte ration, on a u d’autres modes de con er ence qu’on rappe e.
J

v v g Q v v Q
im

Comparons cette notion a ec es precedentes.

vg
d d x U d
i ons et . On sait qu’on peut trou er un entier te que
des que . nappiquant ’ine aitede ar o , on obtient
dans ce cas
eciproquement, si a suite con er e ers en probabi ite, c’est encore

e cas pour toute suite e traite, disons . On sait qu’on peut e traire



de cette derniere une sous-suite, disons qui con er e p.s. ers . ar
pot ése, on peut app iquer et eoreme de con er ence dominee, i.e.

dans ) . insi, de toute suite e traite de , On a su e traire une
sous-sous-suite qui con er e ers dans . onc dans . [ |
On se donne une suite de .a. , sui ant toutes a meme oi.
ontrer que con er e tou ours ers en probabi ite.
ontrer que si 0, aors a suite con er e ers p.s. et dans

On suppose maintenant que ces .a. sont independantes, i.e. toute sous-suite nie

est constituee de .a. independantes.  ontrer que si de p us , & 0rs
im sup p-s-
a detai er
acon er ence dans  est e idente. 1 ons un ree . On a en inte rant par
parties

On app ique a partie directe de ore -Cante i. ’e enement

im sup

a pour probabiite , 1 en est de meme pour ’intersection de ces e enements, i.e.
im sup p-s.

Cette ois, et on app ique a partie reciproque de ore -
Cante 1i.

.3 erie devri e e toire 1 de e d te

On se donne une suite de .a. ree es que ’on suppose independantes,
c’est-a-dire que pour tout sont des .a. independantes. On note
a somie partie e usqu’a ’ordre , et on s’interesse a a con er ence
de a suite des .a. . Commencons par un e emp e tres simp e.
On suppose que est une suite de .a. aussiennes independantes,
de oi . our , on sait que a pour oi , et on
eri e aisement que si a serie di er e, a ors ne con er e pas probabi ite.
0 ons a reciproque en supposant maintenant que a serie con er e. a suite
est une suite ort o ona e dans Q2 , ce qui montre que a suite de
sommes partie escon er e dans et doncen probabiite. Comme asomme partie e
a pour oi , a .a. imite suit une oi aussienne de oi

n ait, es resu tats qui ont sui rent montrent qu’on a e a ement con er ence p.s.

On commence par etudier e cas ou es ariab es sont . , ¢’est-a-dire que



et ont a meme oi. ’etude repose sur une ine a ite tres uti e due a au

ne aite de e

s

a demonstration repose sur un ar ument de re e ion. our ¢ aque en-
tier , on note a suite des sommes partie es associee a a suite de .a.

independantes ’ pot ese de s metrie arantie que es suites
et ont a meme oi.
oit in , a ec a con ention in ainsi ma
est e ident que pour tout entier , €s e enements et
coincident, oll on a note in . I consequence,
‘autre part, on a des que , et d’aprés ’ine a ite trian u aire,
en decou e que . On a
donc
‘ine aite de e est donc etab ie. n
upposons que con er e en probabi ite on note a imite. our tout
entier , 1 e iste un entier te que . n

app iquant ’ine aite de e , on tire
sup

Ceci montre que

sup

et d’apres e emme de ore-Cante i, sup sau pour au
p us un nombre ni d’entiers , p.s. n re ec issant un peu, on oit que ceci prou e



que im p.s., autrement dit a con er ence p.s. est etabie. a
reciproque est e idente. |

ne tec nique c assique pour passer d’une suite de .a. independantes non-s metrique
a une suite de .a. s metrique independantes consiste a munir ¢ aque

d’un si ne a eatoire , ol est une suite dite de ademac er, i.e. suite
de .a. independantes et equidistribuees sur . est aciede eri er que si
es suites et sont independantes, a ors a suite

est une suite de .a. s metriques independantes.

n ait, e resutat sur a somme de ariab es a eatoires s metriques independantes
reste raisans '’ pot ese de s metrie, ce qui est a priori asse surprenant.

, s,

a preu e de ce t eoréme di cie repose sur un emme tec nique, qui a remp acer
‘ine aitede e dans e cass metrique.

ma min ma

On obser e tout d’abord que

ma

race & ’independance, on tire

min

min

min ma



oit a imite des en probabiite . On sait qu’i e iste

une suite e traite qui con er € ers p.s. ici, est une certaine
app ication strictement croissante . our ¢ aque entier , i e iste un unique entier
te que , et on pose « . ’app ication « est

croissante sur . On introduit

ar construction, on sait que p.s. et en probabi ite critere de
Cauc . e pus, pour c aque e, a .a. est independante de

i ons arbitrairement petit. uisque , on a d’aprées e emme
precedent que pour tous es entiers a ec

ma ma min
ma min
i ons . uisque en probabi ite, on peut trou er un entier te que
des que
uisque p.s., on peut trou er un entier te que ma
pour tout

n consequence, pour

ma
et donc e a ement, en aisant tendre d’abord ers  puis ers
im sup
Comme et sont arbitraires, on a bien im sup p.S., ce qui termine a
preu e du t eoreme. [ |
Q

a suite est une suite ort o onae dans . a serie con er e
dans  ssi . 1ic’est ecas, acon er ence a encore ieu en probabi ite
i ne reste qu’a app iquer et eoreme precedent. [ |



On prend ,a ec une suite de .a. de ademac er

suite de .a. a aeurs dans equidistribuees et independantes . a serie
di er e p.s. aors que a serie con er e p.s. semi-con er ence .
us enera ement, on prend une suite de .a. independantes, et une
suite de ademac er comme ci-dessus, independante de a suite
i , aors a serie con er e p.s. et dans
en e et, a suite des est une suite de .a. centrees independantes, et

ercice  ontrer un resu tat ana o ue quand on remp ace a suite
de ademac er par une suite de .a. norma es independantes.

ar

On ne montrera que a partie a pus acie a p us interessante en pratique,
aussi .

Comme , on sait d’apres e emme de
ore -Cante i que p.s., sau pour au p us un nombre ni d’entiers.
es series et sont donc p.s. de meme nature. a suite des .a.

est une suite de .a. centrees independantes. On app ique e
emme precedent, de sorte que a serie con er e p.s. Comme a serie
des mo ennes con er e e aement, a serie con er e p.s. |

. oide gr d om re

our ne pas passer trop de temps sur des questions tec niques un peu de icates, on
admettra que si est une oi de probabi ite sur , on peut construire un espace de
probabi ites adequat et une suite de .a. independantes et toutes de
oi , et on s’interesse & a con er ence de a suite au sens de Cesaro.  est un cas
simp e dans eque une te e construction est e p icite.

On prend Q F et mesure de ebes ue. On ecrit ) sous orme
d adique, sui ant a con ention usue e, ’ecriture ou tous es
aent a partir d’'un certain ran est e cue .. ors a suite
est une suite de .a. independantes, ¢ acune suit une oi de ernou i de parametre
n e et, si on se donne une suite nie de et et si on pose
, & ors et donc

a oi des rands nombres a ete decou erte par acques ernou i, precisement pour



une suite de .a. de ernou iindependantes. C’est 'un des resu tats es p us impor-
tants de a t eorie des probabi ites.

im

i ous ne demontrerons ici a oi que sous ' pot ese p us restricti e que

admet un moment d’ordre . ous re iendrons sur e cas enera p us tard.

out d’abord, en considerant separement a partie positi e de et sa partie ne ati e,
on remarque qu’i su t de demontrer e resu tat pour des .a. positi es, ce qu’on
suppose desormais.

On note . Ona et ar ar . n
particu ier,
ar ar

‘apres ’ine a ite de iena me- c eb c e |,
ar

On deduit que a serie con er e. ’apres e emme de
ore -Cante i, on a donc presque-surement

sau pour un nombre ni d’entiers

i onsunaeas pour eque ‘e enement ci-dessus est rea ise et prenons su sament
rand. our tout entier te que , on a donc puisque a suite
est croissante

Comme — tend ers quand ,on a donc etab i que pour cet a eas

im sup

€ meme, on a

Comme — tend ers quand , on a donc etab i que pour cet a eas

im sup

n conc usion, on a bien pour presque tout im



ii On a dea u dans e c apitre precedent que si es .a. sont

independantes et de meme oi et que ,a Ors p.s., imsup

ans ces conditions, a suite des mo ennes de Cesaro ne peut pas con er er. [ |
On ait sou ent re erence au t eoreme comme a oi des rands nombres. ne
consequence immediate du t eoréme est que sous es pot eéses i, a suite
con er e ers amo enne . On par e ce dernier cas de oi des

rands nombres, par opposition a a oi orte.

a ol des rands nombres usti e ’interpretation requentie e de a notion de prob-
abi ite. piquement, on rea ise un rand nombre d’e periences dans des conditions
identiques, dont e resu tat depend de ’a eas e emp e, duree de ie d’'une ampou e
e ectrique eures . On note si a -iéme e perience reussit,
sinon. a suite est une suite de .a. de ernou i independantes, de
mo enne . a requence de succes de ’e perience con er e donc
p.s. ers a probabi ite de succes.

On dit qu’un nombre ree est -norma si, quand
on ecrit sa decomposition d adique, a proportion de eros dans son ecriture usqu’a
‘ordre con er e ers quand . ’apres a oides rands nombres, quand
on tire un ree au asard sui ant a mesure de ebes ue, on obtient p.s. un
nombre norma . dem a ec des nombres -normau quand on uti ise a base
entier . resque tous es ree s sont -normau pour tout mais concrétement, on ne
connait pas d’e emp e de te s nombres.

. et ode de o te ro

a oi des rands nombres permet e cacu approc e de certaines inte ra es par une
approc e probabi iste, amet odede onte-Caro. piquement, supposons que nous
sou aitions estimer une inte ra e dut pe

ou est a densite d’'une mesure de probabi ite sur , et
une onction dans
On remarque tout d’abord que ,olu desi neune .a. de oi
i on sait simu er une suite de .a. independantes toutes de

meme oique ,on peut app iquer a oides rands nombres pour obtenir ’estimation
sui ante

oici ’enonce precis.

a suite des .a. est i.i.d. et



ar rapport au met odes deterministes e. . met ode des trape es, a met ode

de onte Car o presente p usieurs a anta es out d’abord, quand on a obtenu une

appro imation au bout de etapes, eca cu pour passer a 'appro imation a ’ordre
est trés simp e et utiise e resutat a ’ordre , puisque

n re anc e, dans beaucoup de met odes deterministes, on ¢ oisit d’abord ’ordre de
precision sou aite pour determiner e nombre de pas d’appro imation. ion c an e
‘ordre de precision, i aut tout recommencer. nsuite, tra ai er en randes dimen-
sions ne ait pas croitre a comp e ite des ca cu s qui sont sou ent en puissance de a
dimension pour es met odes deterministes. n n, on peut tra ai er sans pot ese
de re u arite sur es onctions et

our ce qui est des incon enients, e premier ient de adi cutequ’i aa enerer
des suite de .a. independentes & partir d’un ran tres rand, es a orit mes ont
tendance & ournir des .a. trop corre ees . n second ieu,i audrait connaitre une

estimation de ’erreur commise au ran , in ormation que ne ournit pas a oi des
rands nombres c . suite du cours et t eoreme centra imite en re e enerae, a
itesse de con er ence est de ’ordre de ~, ce qui n’est pas tres rapide en dimension

a met ode du re et est une procedure simp e qui permet de enerer une suite de .a.
independantes de meme oi, a partir d’'une suite de .a. i.i.d. donnee, , et
d’une suite independente de .a. uni ormes. oici des pot eses precises

oit une suite de .a. ree es independantes, toutes de oi
. oit une suite de .a. independantes, toutes de oi uni orme sur
, independante de a suite . oit en n une densite
de probabi ite sur  te e que pour tout , pour une certaine
constante

our ¢ aque entier , on pose

si

sinon.
est immediat que a suite est une suite de ernou ia ec
uis on pose
min
i decou e aci ement de a oides rands nombres que . N n, on considere
es .a. . est e aement acie de eri er que a oi

de est . ne et aut



n n,i est aisede oir que a suite est une suite de .a. i.i.d. On deduit
donc de a met ode de onte-Car o usue e e resu tat d’appro imation sui ant dont
on donnera une preu e directe

im —

es .a. sont i.i.d., et pour

ne reste qu’a app iquer a oi des rands nombres. [ |

On notera que ’erreur croit a ec e nombre , et qu’on aura donc interet & e c¢ oisir
e p us petit possib e.

. r de devi tio ouru eude ieou e
On se donne une suite de .a. independantes de meme oi , dont a
somme partie e est notee . On supposera tou ours que

a oi aibe des randsnombres assure que si , a0rs de
meme, pour , a imite aut aors . On s’'interesse a a itesse a aque e
a leu acon er ence c'est ce qu'on appe e un prob eme de randes de iations de a
mo enne empirique par rapport a a mo enne mat ematique . ous a ons presenter

un resu tat permettant de minorer a itesse de con er ence dans a oi des rands
nombres pour es sommes de .a. independantes de meme o0i, qui admettent des
moments e ponentie s. onnons tout d’abord que ques de nitions.

oit une oi de probabi ite sur . On appe e cumu ant de  a onction
donnee par

a ec a con ention o
z

a con e ite decou e de ’ine aite de o der. [ ]



On supposera dorena ant que est nie sur

-0 sup

our tout ,on a
ep e e e e ep
n app iquant ’ine aitede ar o ,i ient
e e e ep

n passant au o arit me, on tire

— 0

ce qui entraine e emme. [ |
a onction sup s’appe e a trans ormee de e endre de
, on a note sou ent . On remarquera que c’est une onction a a eurs positi e
prendre ,con e e en e oppe superieure de onctions ineaires et semi-continue

in erieurement idem . e p us, si , a 0rs car est a

deri ee de en . utrement dit, quand , e terme de auc e dans a

proposition precedente decroit au moins e ponentie ement ite.

ne question bien p us de icate est de sa oir si a itesse de decroissance est a bonne,
c’est-a-sire sa oir si on a une minoration du meme t pe. ous a ons maintenant
etudier cette question dans e cas simp e ol est une oi de ernou i, i.e. corre-
spond aun eude pieou ace. eprobeéme enera aetereso u par Cramer, sous meme

pot ése que dans a proposition precedente, i.e. nitude des moments e ponentie s.

ous enoncerons donc une orme aib edut eoreme de Cramér a demonstration con-
tient cependant es idees principa es qui sont necessaires pour traiter e cas enera .

On desi nera par , a onction eneratrice de a oi
de ernou i de parametre . On remarquera que 0 e . n
app iquant a proposition precedente, on tire immediatement e emme sui ant

— 0 sup 0 0

our obtenir une minoration, on a recours a ’‘idee ce de a t eorie des randes
de iations, qui consiste a tra ai er sous une oi de probabi ite equi a ente a  sous



aque e es .a.

ieu de , puis a app iquer ’ine a ite de iena me-

seront tou ours independantes, mais cette ois de mo enne au
cebce

a densite de a

nou e e mesure de probabi ite a tou ours une e pression e ponentie e.

ep o

1 est e ident.

i olent une suite de termes dans .Ona

ep 0

ep 0

ep 0 ep 0
Comme

ep o) ep 0
notre assertion en decou e. [ |

0 0
e ep 0

our a premiere assertion, i su t de deri er.

orsque

ce qui donne es e pressions sou aitees pour

n particu ier, on sait desormais que sous , a suite
.a. de ernou i independantes, toutes de mo enne
ma oration.

imsup — o 0

e supremum est atteint

est une suite de
On enonce maintenant a



renons asse petit pour que . oit a probabi ite

pour oir e emme precedent . ous a ons
ep o
ep o

0ous sa ons que sous , €S .a. sont independantes et sui ent toutes

une oi de ernou ide parametre n consequence, SOuS , suit une
oi binomia e de parametres , en particu ier sa mo enne est et sa
ariance ‘aprés ’ine a ite de iena me- c eb c e

e terme de droite tend ers quand tend ers . On a donc
imsup — o 0 0
uand on ait tendre  ers , con er ¢ ers ,et e emme est demontre. W

n conc usion, nous a ons obtenu e resu tat de randes de iations sui ant

im — o sup 0 0

On remarquera que a restriction sur ’ensemb e sur eque

arie n’en est pas une
en pratique.



a 1tre

O er e ee loi

On introduit un nou eau concept de con er ence pour une suite de .a., qui ne depend
cette ois que de a oi de ¢ acune de ces .a.

N | o verge edu e uite de me ure

oient une suite de mesures de adon sur ou, p us enera ement,
sur un espace topo o ique ocaement compact . On a deu notions nature es de
con er ence

z
ans es deu cas, a imite est bien sur unique.
oit une suite de ree s, et prenons pour | ,
a ors con er e etroitement ers a masse de irac en , .  eciproquement,
supposons que con er e etroitement ers une mesure . ors necessairement,
est une mesure de probabi ite. osons arctan . On sait que a
con er er ers . On ne pourrait a oir que si tendait ers
ais dans ce cas on aurait pour tout onction continue a support
compact, ce qui est impossib e. onc , et on montre de meme que .
e iste un unique ree  te que , et on oit a ors en composant a ec a
onction continue tan que con er e ers
On a e idemment c . etroite c . a ue,et areciproque peut etre ausse. ar

e emp e, si on prend masse de iracen ,aors tend ers a uement,



mais pas etroitement. eanmoins, es deu notions coincident en ait si ’on ra oute
une pot ese supp ementaire.

ion a con er ence etroite, a ors
et donc a con er ence des masses est assuree.

our a reciproque, soit une onction continue bornee et e. On peut
supposer que . Comme est une mesure nie, i e iste une onction continue
a support compact a ec et . On deduit qu’i
e iste donc un entier te que des que . ’autre

part, a onction est continue et & support compact on sait donc trou er un entier
te que

des que
On a a ors pour tout
Ceci montre qu’on a con er ence etroite. [ |
. o verge ee oidu e uite dev. .

On a utiiser es notions precedentes dans e cas ou es mesures sont des ois de
probabi ite, i.e. representent des ois de ariab es a eatoires.

n app iquant e resu tat du para rap e precedent, on oit qu’i su t d’a oir a con-
er ence a ue a con er ence des masses est automatique .

out d’abord, on compare a con er ence en oi a ec es autres t pes de con er ence
pour des suites de .a.



On sait que de toute sous-suite, on peut e traire une sous-sous-suite qui

con er e p.s. ers . n appiquant e t eoreme de con er ence dominee

reste domine par sup ,on oit que e on de cette

sous-sous-suite. Comme ce resu tat est a ab e pour toute suite e traite, on a bien
im . [ |
a reciproque est bien sur ausse si est une suite de .a. i.i.d., par

e empe de ernou i,1 est acie de eri er que ne con er e pas en probabi ites,

puisque e critere de Cauc ne peut pas etre eri e . Cependant, on a une reciproque
tres partie e qu'on aisse en e ercice

ontrer que si une suite de .a. de nies sur un meme espace probabi ise
con er e en oi ers une constante p.s., a ors a con er ence a e a ement ieu en prob-
abi ites.

3 de v.. Vv eur e tiere

tudions a con er ence en oipour des .a. entieres, ou es resu tats sont tres simp es.

im

i ii  rendre pour une onction continue qui aut suren et pour
es autres entiers.

ii i oit une onction continue a support compact, disons dans . On a

ii iii ~ eme ar ument que ci-dessus en a outant a con er ence dominee.

iii ii On rappe e un resu tat c assique sur a con er ence des onctions o o-
morp es. oit une suite de onctions o omorp es sur e disque unite,
te e que pour c aque , escoe cientsde  dansson e pression comme serie entiere
sont tous positis. i con er e simp ement sur , & ors con er e e a ement
simp ement sur tout e disque unite, et a imite est une onction o omorp e sur e
disque. e p us, pour tout entier , a deri ee -iemede con er e simp ement ers
a deri ee -ieme de  sur e disque unite ou ert .



pp iquons ceci a . aderi ee -ietme de au point est
et donc on a ii . [ |

. o verge ee oiet o tio dere rtitio

On a ensuite etudier a con er ence en oides .a. ree es a ’‘aide de eurs onctions

de repartition . On dira qu’un ree  est un point de continuite d’une onction
de repartition si , et que c’est un point de discontinuite sinon.
utrement dit, est une point de discontinuite pour si et seu ement si a oi de

, , a un atome en

im
our tout , 1 e iste une onction continue
te e que si et si . On a a ors d’une part
im
Or , et donc imsup
Comme peut etre arbitrairement petit et que est continue a droite, on
deduit que
im sup
our etab ir ’ine a ite reciproque, on prend une onction continue te e
que si et si . Comme precedemment, on tire cette
ois dans un premier temps
im
puis imin . Comme, par pot ese, et

peut etre pris arbitrairement petit, on a na ement

imin
upposons d’abord que est une onction de c asse  a support
compact. n particu ier, sa deri ee  est bornee et a un support compact. ‘aide

du eoreme de ubini c’est-a-dire dans ce cas d’une inte ration par parties , on a

’ensemb e des points de discontinuite d’une onction croissante est au p us denombrab e,
donc de mesure de ebes ue nu e. On sait que ors de ces points, con er e



ers , en restant bien e idemment borne par . ’autre part, a mesure posi-
ti e a ¢ airement une masse tota e nie. On deduit par con er ence dominee
que

im

o ons comment traiter maintenant e cas ou est une onction continue a support

compact, mais p us necessairement deri ab e. our tout , on sait trou er une
onction decasse asupport compact, te e que pour tout

pour ce a, on peut par e emp e prendre a con oee de a ec une appro imation de
‘unite de c asse  a support compact . ’autre part, on sait trou er un entier te
que des que . Tl consequence, pour u que ,
on a

Ceci etab it a con er ence a ue de ers ,doncen ait acon er ence en oi. H

our conc ure cette section, nous a ons presenter une orme simp e d’ un resu tat
remarquab e de representation du a oro od.

im

our simpi er, nous a ons supposer que es onctions de repartition

de et de sont des bi ections de  dans i.e. ce sont des onctions
continues et strictement croissantes . a demonstration peut etre adaptee au cas
enera au pri de que ques di cu tes tec niques.
oit a onction reciproque de , et ce ede . ntroduisons une ariab e
de oi uni orme sur . On a u c simuation de ariab es a eatoires que
est une ariab e a eatoire de meme oi que " pot ese que
con er e en Ol ers assure que con er e simp ement ers , et 1 en decou e
que con er e simp ement ers . On oit maintenant que con er e presque
surement en ait sau quand prend a aeur ou ers . [ |
. o tio r teri tique

‘ob et de cette on ue section est d’introduire a notion de onction caracteristique
d’une ariab e a eatoire c’est a ersion probabiiste de a trans ormee de ourier
d’une mesure , a n d’en donner une app ication & a con er ence en Oi.



ans tout cette section, desi neune .a. a aeursdans et sa oi, c’est-a-dire
que est une mesure de probabi ite sur

utrement dit, a onction caracteristique d’une ariab e a eatoire est a trans ormee
de ourier de sa oi.

On se concentre sur a dimension

i est a ol uni orme sur ,
: e e
i
i est a oie ponentie e de parametre , e , a 0rs
e e n
i
orsque est a oi de Cauc standard, - , on app ique
e t eoreme des residus a a onction meromorp e e , dont ’unique
po e dans e demi-p an superieur est , a ec residu e . On deduit aci ement

en inte rant sur un rand demi-cerc e centre en et en app iquant e t eoreme des
residus que

— e e
ar s metrie, on oit que , et donc, pour de si ne que conque,
on a e . titre d’e ercice, on pourra eri er cette ormu e en utiisant a
trans ormee de ourier in erse.
i est a oi norma e standard , & OTS
est a aeursree es par s metrie . ne deri ation sous e si ne somme donne
— iep — e
‘alde d’une inte ration par parties deri er e et inte rer e , on

obtient



a reso ution de cette equation di erentie e donne o
Comme , on conc ut que

ep

us enera ement, on peut utiiser a representation pour de oi
en onction d’'une ariab e norma e standard a n d’obtenir

ep i

o ons d’abord que que proprietes e ementaires

On a tou ours

a onction caracteristique prend ses a eurs dans e disque unitie, i.e.
pour tout . ne et e e

a onction caracteristique est continue sur . C’est une consequence immediate
de a continuite de ’app ication e pour ¢ aque , et du t eoréeme de
con er ence dominee.

orsque a oi est abso ument continue par rapport & a mesure de ebes ue,
i.e. , ol est une onction mesurab e te e que
, & OIS est a trans ormee de ourier de a onction . n particu ier,

d’apres et eoreme de iemann ebes ue, on sait que tend ers a ’in ni.

Comme son nom ’indique, a onction caracteristique caracterise a oi de . oici
une acon d’etab ir ce resu tat pour simpi er es ar uments, nous supposerons dans
a suite de a ariabe est a a eurs entieres.

im e e

i , on a en particu ier pour tout
e e

our a reciproque, on a pour supposer pour simpi er que a dimension est
e cas des dimensions superieures est simi aire, mais a ec des notations p us ourdes.
On remarque d’abord que

On a donc



puis en app iquant e t eoreme de ubini

Considerons ensuite une onction continue a support compact. n app iquant e
t eoreme de ubini et un ¢ an ement de ariab e, on tire

uand on ait tendre ers , e terme entre parent eses dans e membre de droite
con er e ers en restant domine par . n appiquant e t eoreme de
con er ence dominee, on o0it donc que

im e e

e terme de droite est une onction de et de , et donc caracterise bien a oi
|

oici un coro aire utie de a ormue du emme precedent.

su t d’app iquer et eoréeme de con er ence dominee dans a ormu e du
emme precedent. [ |

ies .a. sont independantes, a ors

e ep i e

eciproquement, on suppose que ’identite precedente est eri ee, et on considere
, .a. independantes, a ec de meme oi que pour ¢ aque es



peu ent etre construites sur un espace produit . osons . apres
a premiere partie, et  ont meme onction caracteristique, donc meme o0i. n
consequence, pour tout pa e bore ien ,on a

i et sont deu .a. de Cauc standard independantes, a ors
e e e e

Comme a onction caracteristique determine a oi, on a donc montre que a somme
de deu .a. de Cauc independantes a meme oi que deu ois une .a. de Cauc
standard.

i apour oi et a pour oi ,aec et independantes,
a ors a pour oi a pour oi

est e a ement important de comprendre ce resu tat en terme de con o ution. i
et sont deu mesures nies sur oire, sur on rappe e que a mesure con o ee
est de nie par a ormu e

ou desi ne une onction bore ienne bornee enerique. n prenant e dans
et en app iquant e t eoreme de ubini, on tire que a trans ormee de ourier de

a mesure nie est e produit des trans ormees de ourier de et de
i on suppose maintenant que et sont des mesures de probabi ites, i.e. deu ois
de .a. ree es. a mesure produit sur est donc a oi de deu .a.
, et ,de oirespecti es et . a ormue montre que est
donc a oi de a somme , et on retrou e ainsi e coro aire. On peut bien sur

iterer e procede. On retiendra e resu tat sui ant

’ ’

On suppose dans cette partie que a dimension est . a onction caracteristique
d’une .a. permet de ca cu er trés aci ement es moments de , pour u qu’is
e istent.



OUS & Ons prou er a ormu e pour e cas enera en decou e par
recurrence. On remarque tout d’abord que pour tout

sin COS sin

On a pour tout

e e e
e
On di ise par . ’inte rand dans e terme de droite est domine par et con er e
ersi quand . On app ique e t eoreme de con er ence dominee pour obtenir
a ormu e
e i
‘app ication e estcontinue pour ¢ aque ,etest dominee par independament
de . ar con er ence dominee, on a
im e e
ce qui etab it a continuite de . [ |
. On se ardera de croire que si admet une deri ee d’ordre a ’ori ine, a ors
i e iste des .a. dont a onction caracteristique est continument
deri ab e, et qui n’ont pas de moment d’ordre . ar e emp e, supposons que
0
ou est a constante de norma isation. ’une part, on sait que
inte ra e de ertrand . ’autre part, par s metrie, on a
e — oS
0 0
n e ectuant e c an ement de ariab es , on trou e
oS
0 0

et e terme de droite tend ers quand

ti isons cette met ode pour ca cu er es moments d'une ariabe de oi .
a onction caracteristique de a oi norma e admet e de e oppement en serie entiere

ep — — -



n identi ant es coe cients de cette serie en terme des deri ees successi es en ero,
i ient que es moments d’ordre impairs sont tous nu s, ce qu’on peut

oir directement par s metrie , et es moments d’ordre pairs sont donnes par

On presente en n un resu tat e tremement uti e qui a moti e en rande partie cette
section pour sa oir si une suite de .a. con er e en o0i, et determiner sa imite. On

rappe e qu’on note a onction caracteristique d’une .a.
our tout , a onction e est continue et bornee.
On a donc
e e
our simpi er, nous a ons supposer que a dimension est e cas

enera est simi air, mais a ec des notations p us ourdes. upposons tout d’abord
que est une onction continue a support compact, dont a trans ormee de ourier
e est dans . On sait par ourier in erse que

On a donc en app iquant e t eoreme de ubini wusti e

ar pot ese, on sait que con er e ers pour ¢ aque . ’autre
part, pour tout . Comme est inte rabe, e t eoreme de
con er ence dominee s’app ique, et on tire

im

nsuite on remarque que a condition est satis aite pour toute onction

de c asse a support compact. n e et, a trans ormee de ourier de est

inte ration par parties , et on sait que c’est une onction bornee. On a donc

a ’in ni, et comme est e e aussi bornee, c’est bien une onction

inte rab e.  insi, on sait que est eri e pour toute onction de c asse a
support compact.



aintenant, si  est uste une onction continue a support compact, on sait trou er
pour ¢ aque une onction de c asse a support compact te e que
pour tout comme dans a section precedente, i su t par
e emp e de prendre pour a con oee de a ec une appro imation de ’unite de
casse asupport compact . On peut repeter e meme ar ument que dans a preu e
de a proposition sur es onctions de repartitions pour oir qu’i e iste un entier
te que
des que

a preu e du t eoréeme est comp ete. [ |

ne di cu te possib e quand on c erc e & app iquer e t eoréme que nous enons
de oir, est que ’on doit sa oir que a imite des onctions eneratrices
est e e aussi une onction caracteristique ca n’a rien d’automatique . a bien un
t eoreme de ernstein qui donne une condition necessaire et su sante pour qu’une
onction soit a onction caracteristique d’une oi de probabi ite, mais e e n’est pas
tou ours aciea eri er. On admettra e critére sui ant tres simp e

utrement dit, si on sait que a suite des onctions caracteristiques con er e
simp ement ers une onction continue en , a ors con er e en ol ers une .a.
dont a onction caracteristique est

) om tite re tive et t eoreme de ro orov

e prob eme qui a nous interesser maintenant est de sa oir si etant donnee une

ami e de ariab es a eatoires a aeursdans ,1i est possibe d’e traire
de n’importe que e suite issue de cette ami e, une sous-suite qui con er e en oi.

ans ce cas, on dira que a suite est pour a con er ence en
oi .

ontrons d’abord sur un e emp e simp e que ce n’est pas tou ours e cas. renons

en . our toute onction continue et tendant ers a ’in ni,

on a , et on oit ainsi qu’i est impossib e d’e traire une sous-

suite qui con er e en o0i. a raison intuiti e est que a masse est partie a ’in ni’. e

resu tat principa de cette section est que si ce p enomeéne de perte de masse a ’in ni

n’est pas possib e pour a ami e ,aors e e est reati ement compact, et
reciproquement. On introduit d’abord a notion de tension.

im sup



ous sommes maintenant en mesure d’enoncer e resu tat c e .

artie directe. upposons que est re ati ement compacte mais

pas tendue. e iste donc un ree te que pour tout entier , on peut trou er

un indice pour eque . uisque est re ati ement
compacte, on peut e traire de a suite une sous-suite notee

qui con er e etroitement ers une mesure de probabiite sur . On a bien sur

pour tout .  est acie de construire une suite de

onctions continues bornees par , te es que si et si

. On a a ors pour tout

im

On ait tendre  ers ’in ni et on obtient , d’ol1 contradiction.

artie reciproque. On ne era a demonstration que pour a dimension
n’est pas tres di ci e d’adapter ’idee en dimension superieure, mais es notations

de iennent p us ourdes. On suppose que est tendue, et on prend une suite
notee par abus dans cette ami e e e est bien sur tendue e e aussi. On
desi ne par a onction de repartion de , de sorte que

our ¢ aque nombre rationne , a suite est a a eurs dans on
peut donc en e traire une sous-suite qui con er e. Comme  est denombrabe, e
procede d’e traction dia ona ournit une sous-suite notee qui con er e
en tout point rationne ers une imite . est cairque est croissante.

osons pour tout

in et

est ¢ air que est une onction croissante, continue a droite. ar un

ar ument de monotonie, on oit que si , & 0rs
im sup imin
de sorte que im dés que  est continue au point . e ait que a
suite des mesures soit tendue dit que pour tout , on peut trou er
asse rand te que
et pour tout
en decou e que im et im autrement dit

est a onction de repartition de a mesure de probabi ite . On a u que



con er e ers en tout point de continuite de , et ainsi a suite des mesure de
probabi ites qui est e traite de con er e etroitement ers
|
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