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Presentation du cours

Dans le langage commun, la notion de probabilité a deux interprétations différentes.

Interprétation fréquentielle. On fait un grand nombre d’expériences qui font intervenir
le hasard et qui se déroulent dans les mémes conditions (par exemple, on jette une
piece et on regarde si pile sort). La probabilité que I'expérience réussisse est a peu
pres la fréquence de succes, i.e. nombre de succes divisé par le nombre d’expériences.
Ceci correspond en fait & un résultat mathématique rigoureux (et difficile), la loi des
grands nombres.

Interprétation subjective. Un patient qui va se faire opérer demande a son médecin la
probabilité que I’opération réussise. La réponse du médecin dépend de ce qu’il sait sur
le patient et les conditions de I’opération (état de santé du malade, antécédants, qualité
de 1’équipe chirurgicale etc...). Il n’y a pas de sens a chercher la fréquence de succes
dans un grand nombre d’expériences similaires. C’est un probleme de probabilités
conditionnelles.

Seul le premier de ces deux points de vue sera traité dans ce cours a l'aide d’outils
mathématiques rigoureux; le second fait en partie ’objet d’un cours de maitrise. Nous
présenterons d’abord les notions de base des probabilités discrétes a ’aide de la notion
de famille sommable. On trouve déja dans ce cadre simple la plupart des notions
fondamentales de la théorie (variables aléatoires, moments, lois et indépendance).
On introduira ensuite I’axiomatique générale de Kolmogorov, reposant sur la théorie
abstraite de la mesure, en faisant le parallele avec le cas particulier discret traité
précédemment. Puis on s’intéressera aux suites et aux séries de variables aléatoires
indépendantes en introduisant diverses notions de convergence. On présentera deux
des résultats les plus importants de la théorie: la loi des grands nombres et le théoréme
central limite. Enfin, on fera une breve introduction & quelques notions de statistique
pour présenter des applications naturelles des concepts développés dans ce cours.

Quelques références:

e N. Bouleau: Probabilités de I'ingénieur. Hermann (1986).

e D. Revuz: Probalités. Hermann (1997).

e J. Jacod et P. Protter: Probability essentials. Springer (2000).



Chapitre 1

Espaces de Probabilités Finis

1.1  Equi-probabilité et dénombrement

Historiquement, tout part de la théorie des jeux de hasard (Pascal, Fermat, Bernoulli,...).
On peut résoudre certains problémes simples (en fait, souvent moins simples qu’il
n’y parait) par des arguments combinatoires. Assez vite, ce cadre devient trop re-
strictif; mais il y a une tres grande difficulté théorique a mettre sur pied des bases
mathématiques a la fois suffisament générales et rigoureuses. Ceci est réalisé par Kol-
mogorov dans les années 30, et nécéssite la théorie abstraite de la mesure. Formelle-
ment, on considére un univers €2, et on mesure la probabilité d’un événement (c’est-
a~dire une partie de ) par un réel compris entre 0 et 1. La difficulté principale est
que 'univers €2 est souvent tres gros et mal connu. Le formalisme de Kolmogorov
a permis un développement tres substantiel de la théorie des probabilités, qui inter-
vient aujourd’hui dans de nombreux domaines méme déterministes (on peut calculer
des intégrales, résoudre des équations différentielles ou étudier des groupes, en util-
isant des méthodes probabilistes). Cf. également la physique quantique et le principe
d’incertitude d’Heisenberg.

On va voir rapidement comment on résolvait des problemes simples a la préhistoire
de la théorie. En fait, la plupart des notions importantes par la suite y figurent déja.
La modernité fera son apparition dans les chapitres ultérieurs.

On considére un univers fini Q = {wy, -+, w, }. On appelle parfois €2 I'espace de prob-
abilité, un élément générique w une éventualité, et une partie A de €2 un événement.
L’application

P:P(Q) —[0,1] PA)= Eg—gg

s’appelle I’équiprobabilité sur Q (P(S2) désigne I'ensemble des parties de 2, et §(A) le
cardinal de la partie A; en particulier §(£2) = n).

Il est immédiat de voir que P vérifie les deux propriétés suivantes:

P(Q) = 1,
P(AUA') = P(A) +P(A") si A et A’ sont disjoints.



Il en découle que

P(A®) =1-P(A) , P®) =0
P(AUB) = P(A) +P(B) — P(AN B).

Exemple On jette trois fois une pieéce non truquée. On peut représenter 1'univers
comme ’ensemble des applications de {1,2,3} (trois jets) dans {P, F'} (P= pile, F=
face). Autrement dit, Q = {P, F}3 et 3(Q) = 2% = 8. 1l est alors treés facile de voir
que

P(on sort exactement une fois P) = 3/8,
P(on sort au moins une fois P) = 1- P(on sort trois F') = 1-1/8 = 7/8.

Exemple On considére I'arrivée d’une course de chevaux, avec dix partants, numérotés
de 1 a 10. On note l'ordre d’arrivée. On suppose que les concurrents sont de force
égale. L’univers Q) est I'ensemble des injections de {1,---,10} dans lui-méme. En
particulier §(2) = 10!. On a alors

P(le numéro 10 arrive dernier) = (w € Q : w(10) = 10) /10! = - nombre d’injections

10!
de {1,---,9} dans lui méme = 2 = 1/10.

Calculer maintenant la probabilité pour que le numéro 10 arrive dans les trois pre-
miers. (réponse: 3/10).

Exemple On considére une urne contenant dix boules noires et trois rouges. On en
tire simultanément deux. L’univers €2 est alors I’ensemble des parties a deux éléments

d’un ensemble & treize éléments. Donc §(2) = (3*) = 522-. On en déduit par exemple

que P(on ne tire aucune boule rouge) =(3°) / (33) = Gx2xIll — 90

Ces exemples tres simples ne doivent pas cacher la difficulté a trouver le bon modele
mathématique pour traiter un probleme donné. Un modele qui semble étre naturel
peut se réveller erroné. Voyons quelques raisonnements faussés.

Exemple On met de 'argent dans deux enveloppes indistinguables, I’'une contient
deux fois plus que l'autre (on ne précise pas les sommes). Un joueur choisit une
enveloppe au hasard. Il 'ouvre et compte I'argent. On lui propose alors de laisser
I’argent qu’il a eu et de prendre celui qu’il y a dans I’enveloppe encore fermée. A-
t-il intéret a le faire? On pourrait faire raisonnement faux suivant: Si on note X
la somme dans l’enveloppe ouverte, 1’enveloppe fermée contient soit X/2, soit 2.X,
chaque fois avec probabilité 1/2. L’espérance de son gain s’il change serait donc
2(X/2) + £(2X) = 5X/4 > X, et on pourrait conclure que le joueur a intérét a
changer. Bien siir, le sens commun nous dit que ¢a ne devrait pas étre le cas, que
Pespérance de son gain devrait étre la méme (sinon, il aurait encore intéret a changer
4 nouveau, et on reviendrait & la situation de départ). Pour poser rigoureusement le
probleme, il faut noter x et 2z 'argent que contiennent les deux enveloppes. L’univers
est tout simplement 2 = {z, 2z} (somme présente dans I’enveloppe que tire le joueur).
L’espérance de son gain s’il ne change pas est %:1: + %233 = %x L’espérance de son gain
s’il change est %23} + %x = %x; c’est bien la méme qu’avant.

Exemple Un responsable de jeux dispose de trois enveloppes de couleurs différentes.
Il met de ’argent dans I'une, et du papier journal dans les deux autres. Il fait en-
trer un joueur et lui fait choisir une enveloppe qu’il garde fermée. Parmi les deux
enveloppes restantes, il y en a toujours au moins une qui contient du papier journal.
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Le responsable ouvre alors une de ces deux enveloppes dont il sait qu’elle contient
du papier journal, et propose au joueur de changer I’enveloppe qu’il a en main contre
celle qui reste. Le joueur y a-t-il intéret? Au vu de I’exemple précédent, on pourrait
croire hativement que ¢a ne changerait rien. En fait, ce n’est pas le cas. En effet,
considérons I’événement A que le joueur gagne ’argent s’il décide de ne pas changer
Penveloppe, et I’événement A’ joueur gagne I’argent s’il décide de changer ’enveloppe.
Les événements A et A’ sont complémentaires (ils sont disjoints et leur union, c’est
l'univers tout entier). La probabilité de A est & 1’évidence 1/3. Celle de A’ est donc
1 —1/3 =2/3. Ainsi, le joueur a deux fois plus de chances de gagner s’il change son
choix que s’il le conserve.

1.2  Probabilités générales sur un espace fini

L’équi-probabilité sur un univers fini est la structure probabiliste la plus simple
qu’on peut concevoir, puisque toutes les éventualités ont la méme probabilité. Plus
généralement, on appelera probabilité sur Q = {w;,---,w,} toute application P :
P(2) — [0, 1] qui vérifie les axiomes suivants:

P(Q) =1,
PAUA") = P(A) +P(A") si Aet A’ sont disjoints.

On déduit immédiatement qu’on a encore

P(AY) = 1—P(A) , P(0) =0
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Il est immédiat de voir que qu’une probabilité P est caractérisée par la donnée des
probabilités élémentaires p(w;) = P({w;}), i =1,---,n. En effet on a

P(A) = > plw), VA € P().

Bw; EA

En particulier -7 ; p(w;) = 1.

Exemple Une urne contient dix milliards de boules rouges et cinq milliards de noires,
toutes indiscernables au toucher. On en tire quatre simultanément. Estimer la prob-
abilité d’avoir tiré au moins une boule rouge? On pourrait bien siir traiter cette ques-
tion avec I’équiprobabilité; cependant ¢a ferait intervenir des nombres considérables.
Comme on ne demande qu’une estimation, on peut raisonner de la facon suivante.
Compte tenu du grand nombre de boules dans I'urne, tout se passe presque comme si
on effectuait un tirage successif avec remise. La probabilité de tirer une boule noire
lors d’un tirage est de 1/3. La probabilité de tirer quatre boules noires est donc voi-
sine de (1/3)* = 1/81. La probabilité d’avoir tiré au moins une boule rouge est donc
proche de 1 — 1/81 =~ 0,98765

Exemple On jette deux dés; on prend comme univers les valeurs possibles pour la
somme des faces obtenues, c¢’est-a-dire 2 = {2,3,...,12}. Calculer p(w) pour w € €.



Chapitre 2

Espaces de Probabilités Discrets

Dans tout ce chapitre, {2 désignera un ensemble au plus dénombrable, c’est-a-dire qu’il
existe une application surjective qui envoie N sur 2. On note w I’élément générique
de Q et P(£2) 'ensemble des parties de €.

2.1 Préliminaires sur les familles sommables.

On rappelle que partie non vide P de [0, 0o est dite bornée s’il existe un réel M tel
que x < M pour tout x € P. Un tel réel M s’appelle un majorant de P. L’ensemble
des majorants de P admet alors un minimum, qu’on note sup P. Autrement dit,
M = sup P si et seulement si < M pour tout z € P et M < M’ pour tout majorant
M' de P. Si P n’est pas bornée, on pose sup P = cc.

On consideére une application a :  — [0, 0o[. Pour toute partie finie F' = {w, -+, wp}

de €2, on pose
n

D aw) =D alw).

F i=1
Comme I’addition est commutative, cette notion ne dépend pas de la fagon dont on a
numeéroté les éléments de F'.

Définition On pose

Y a(w) = sup {;a(w) . F partie finie de Q} .

Q

On dit que la famille (a(w),w € Q) est sommable si > g a(w) < co.

Par exemple, si €2 est un ensemble fini, toute famille réelle positive indexée par € est
sommable.

On observe le résultat élémentaire suivant: si (a(w),w € Q) et (a'(w),w € Q) sont deux
familles positives et si pour tout w €  on a a(w) < a'(w), alors Y g a(w) < Yq d'(w).
En particulier, si la famille (a’(w),w € §2) est sommable, il en est de méme pour la
famille (a(w),w € Q).

o0

Proposition 5i Q =N, alors Y g a(w) = Yoo, a(n).



Preuve: Par définition, >°° ;a(n) est la limite croissante quand N — oo de la suite
>N ,a(n). En prenant Fy = {0,1,---, N}, on a l'inégalité Y a(w) > ¥°°,a(n).
Pour le sens inverse, toute partie finie F' de €2, on prend N = sup F', de sorte que
F C Fy; et il en découle que Y pa(w) < XN, a(i) < X2, a(q). |

Considérons maintenant une application b : Q@ —] — 00, 00[. On dit que la famille
(b(w),w € ) est sommable si la famille (|b(w)],w € Q) l'est. Dans ce cas, on peut
encore définir Y, b(w) de la fagon suivante. Rappelons que tout réel z s’écrit comme
la différence de sa partie positive zt (qui vaut 2+ =z si z > 0 et z— = 0 sinon) et
de sa partie négative = (qui coincide avec la partie positive de —z). Si la famille
(|b(w)],w € Q) est sommable, les deux familles positives (b(w)*,w € Q) et (b(w) ,w €
Q) le sont également puisque b*(w) > |b(w)|, et on définit

D b(w) = D bw)t =D bw)”.
Q Q Q
On a alors le résultat suivant.

Proposition Supposons que la famille (b(w),w € Q) est sommable, et soit (F,,n € N)
une suite croissante de parties finies de €2 telle que U ey F, = S2. Alors la suite

Y b(w), neN

converge quand n — oo et sa limite vaut Yo b(w). Enfin on a linégalité

\Xﬂjb(w)l < %:Ib(w)l-

Preuve: La premiere assertion découle de la commutativité de 'addition et de la
proposition précédente. Plus précisément, F;, étant fini, on a

D bw) =D bw) =D b(w)”

et on sait que les deux termes du membre de droite convergent vers Y o b(w)™ et
Yo b(w)~, respectivement. L’inégalité dans la seconde assertion est évidente de la
définition méme de Y b(w). n

11 découle immédiatement de cette proposition que quand 2 = N, la famille (b(w),w €
2) est sommable si et seulement si la série 3 b(n) est absolument convergente, et alors

Lab(w) = X5 b(n).

Nous allons maintenant conclure cette section en démontrant deux propriétés fonda-
mentales de la somme d’une famille sommable.

Linéarité Si (b(w),w € Q) et (V'(w),w € Q) sont deux familles sommables, et si o, o/
sont deux réels, alors la famille (ab(w) + /b (w),w € Q) est elle aussi sommable et

T (ab(w) + ¥ () = a (; b(w)) o (; b’(w)) |

Q
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Preuve: Pour toute partie finie F' C ), on a

I3 ab) + (@) < o (z ) + e (;ww)\) |

et comme (b(w),w € Q) et (V(w),w € Q) sont sommables, il en est de méme pour
(ab(w) + 'V (w),w € Q). De plus, on a I'égalité

S (aile) +a¥(w) = o (o)) + o (L)

F

pour toute partie finie F'. En considérant une suite croissante de parties finies (F,,n €
N) telle que Q = F},, on conclut qu’on a bien

T (ab(w) + a¥(w)) = a (g b(w)) o (%3 b’(w)) o

Q

Sommation par paquets Soit I un ensemble fini ou dénombrable, et (€;,1 € I)
une partition de Q, c’est-a-dire que ; € P(Q), uNQ; =0 sii # j, et Q= U; Q.
Soit (b(w),w € Q) une famille sommable. Alors pour tout i € I, la sous-famille
(b(w), w € ;) est sommable. Sion noteo(i) = Y, b(w), alors la famille (o(i),i € I)
est elle ausst sommable, et

I I Q

So() = 3 (z b<w>> _ S hw).

Preuve: Pour tout ¢ € I et toute partie finie F; C (Q;, F; est a fortiori une partie finie
de Q, et il est alors immédiat que la sous-famille (b(w),w € ;) est sommable.

Pour montrer la formule de sommation par paquets, supposons tout d’abord que
I’ensemble I est fini. Pour chaque indice 7, considérons une suite croissante de parties
finies de €, (Fi,n € N) telle que U,y FY = ;. Posons pour chaque entier n:
F, = Ujer F! (on notera que c’est une union d’ensembles disjoints), de sorte que
(Fn,n € N) est une suite croissante de parties finies de Q telle que U,y Fr, = ©2. On
a

> (zbw)) = 3 bh(w),

puis en faisant tendre n vers I'infini, on trouve bien
£ (S0) - Sue.
I\ Q

Supposons finalement que I est dénombrable, et considérons une sous-partie finie
J C I. Posons 2y = Uje; €2, de sorte qu’on a d’aprés ce qui précede

S I < X (Zw(wn) = 3] <3 )

10



Ceci montre que la famille (03,7 € I) est bien sommable.

Considérons ensuite une suite croissante (J(k),k € N) de parties finies de I avec
UJ(k) = I. On a alors Q) = Ujes) 25 On sait donc que pour tout &

IIOEDY (;b(w)> = > bw).

J(k) J(k) Qi k)

Comme (b(w),w € Q) est sommable, pour tout € > 0, on peut trouver une partie finie
F C Q telle que

Yo bw)| < e pour tout Q' C Q — F.

QI

Or UQym) = €, de sorte qu’il existe un entier kg tel que F' C () pour tout k£ > k.
En particulier, on a alors pour k > kg

Igb(w) > o)l =1 > bw) < Qz_j b(w)| < e.

J(k) Q—Q71)

En faisant tendre £ vers 0, on voit que la formule de sommation par paquets est
correcte. [

2.2 Mesure de probabilité

On utilisera désormais le langage probabiliste au lieu du langage ensembliste, a savoir
qu’on appellera 2 I'univers, les parties de {2 des événements, et un élément w € 2 un
événement élémentaire.

On appelle mesure de probabilité sur Q2 une application P : P(Q) — [0, 1] qui vérifie
les axiomes suivants.

A-1: P(Q) =1
A-2: Si A et A’ sont deux parties disjointes de €2, alors P(A UA") = P(A) + P(A).

A-3: Si (A,,n € N) est une suite croissante d’événements, alors

P(JA,) = lim P(A,).

n—00

En utilisant A-2 et en passant aux événements complémentaires, on voit qu’on peut
aussi écrire A-3 sous la forme équivalente:

A-3(bis) Si (A,,n € N) est une suite décroissante d’événements, alors

P(A,) = lim P(A,).

n—00

L’axiome A-3 n’est utile que lorsque 1'univers €2 est infini. En effet, dans un univers
fini, toute suite croissante d’événements est stationnaire (c’est-a-dire constante a par-
tir d’un certain rang), et A-3 est trivialement satisfait.

La mesure de probabilité P induit en particulier une application p : Q — [0, 1], donnée
par p(w) = P({w}).
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Proposition. Pour tout événement A, on a

P(A) = ZA:p(w)-

Preuve: C’est évident si A = {w} est un singleton. En appliquant le second axiome,
la proposition est encore vérifiée si A est un doubleton, et par récurrence, on voit que
la proposition est vraie si A est un événement fini.

Passons au cas ou A est infini. On peut numéroter ses éléments, A = {wp, - - -, wn, -},
et pour tout entier n, on pose A, = {wp, -+, w,}. On sait que P(A,,) = >§ p(w;). La
suite des événements A,, est croissante, sa limite est A, et on déduit de I'axiome A-3

que
o

P(A) = > p(wi) .

0

D’apres un résultat vu dans la premiere section, on sait que le terme de droite est
égal & Y p(w). m

En particulier, (p(w),w € Q) est une famille sommable & valeurs positives et telle que
Yap(w) =1 (d’apreés 'axiome A-1). On a une réciproque:

Proposition Soit (p(w),w € Q) est une famille sommable & valeurs positives et telle
que Y qp(w) = 1. Pour tout A € P(2), on pose

P(A) = XA:p(w)-

Alors P est une mesure de probabilité sur 2.

Preuve: I’axiome A-1 est immédiatement vérifié. Pour établir A-2, considérons deux
événements disjoints, A et A’. Si A et A’ sont tous les deux finis, on a bien

3 o) = (o) + (T o))

(par commutativité de I’addition). Passons au cas général. Pour tout € > 0, on peut
trouver une partie finie ' C A et une partie finie F' C A’ telles que

ZA:p(w)—Zp(w)<6 et %:p(w)—z;p(w) <e.

Comme A et A’ sont disjoints, il en est de méme pour F' et F’, et on déduit que

EA:p(w) + %:p(w) ~ Y pw) < 2.

FUF"

Or F'U F’ est une partie finie de AUA', et comme ¢ est arbitrairement petit, on a

%p(w) +;p(w) < Y pw).

AUA!
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Pour établir I'inégalité inverse, on se donne une partie finie G C AJA’, qu'on peut
écrire sous la forme G = FUF', ou F C A et F' C A’ sont toutes deux finies. On a

donc
;p(w) = ;p(w)JrZ,p(w) < ;p(w)Jr;p(w)-

En prenant le supremum sur les parties finies G, on a bien

XA:p(w) +§;p(w) > Y pw).

AUA/

Vérifions maintenant I’axiome A-3. Soit (A, n € N) une suite croissante d’événements;
posons A = JA,. La suite réelle 3>, p(w), n € N est croissante, elle admet donc une
limite que nous notons £. Si F' C A est un évenement fini, alors il existe un entier n
tel que FF C A, et on déduit que £ > >, p(w). Réciproquement, on a A,, C A pour

tout entier n, et donc
D pw) <Y pw);
An A

en faisant tendre n vers oo, ceci entraine £ < 3, p(w). [ |

2.3 Variables aléatoires discretes et leurs lois

Une variable aléatoire est une application X sur €2, a valeurs dans un certain ensemble
E. Le plus souvent, £ = N,Z,R ou R?. De facon informelle, une variable aléatoire
represente 'effet de ’aléas sur une expérience; par exemple X peut representer le gain
d’un joueur a la loterie...

Une variable aléatoire permet de transporter la mesure de probabilité P sur {2 en une
mesure de probabilité sur ’ensemble des valeurs prises par X.

Proposition et Définition Pour tout sous-ensemble E' C E, on note
{XeF} ={weQ: X(w) € E'}.
L’application Px : P(E) — [0, 1] définie par
Px(E') = P{X € E'}), E' € P(F)

est une mesure de probabilité sur P(E). On Uappelle la loi de la variable aléatoire X,
ou encore sa distribution.

Preuve: On a Px(E) =P({X € E}) =1, et donc 'axiome A-1 est satisfait.

Si Ey et E, sont deux parties disjointes de E, alors les événements {X € E;} et
{X € E,} sont contradictoires et donc

Py(B,UE) = P({X € E UE)) = PUX € B} U{X € B)})
P({X € E\} + PUX € By}) = Px(E,) + Px(Es).

Ceci établit A-2.
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Enfin, soit (E,,n € N) une suite croissante de parties de E; on note Eo, = U E,,. La
suite d’événements {X € E,} est elle aussi croissante, et on vérifie immédiatement
que

H{X €eE,} = {XeEL}.

On a donc

lim Py (E,) = lim P({X € B,}) = P({X € Ex}) = Px(Ex),

n—oQ

et A-3 est démontré. [ ]

Si on note {z,,n € I} ’ensemble des valeurs que peut prendre X (I’ensemble I est
nécessairement au plus dénombrable, puisque c’est le cas pour ), on voit donc que
la loi de X est caractérisée par la donnée de

px(r;) = Px({z:}) = P{X = 24}), iel.

Plus précisément, on a pour tout E' C E

Px(E') = " px(z).

A<y

Nous allons maintenant supposer que X est une variable aléatoire réelle, c’est-a-dire
que £ =R

Définition On appelle fonction de répartition de X la fonction Fx : R — [0,1]
donnée par:

Fx(z) = Px(] —o0,z]) = P{X <z}), z € R.

Nous allons montrer maintenant qu’une fonction de répartition vérifie les propriétés
élémentaires suivantes.

Proposition (i) La fonction Fx est croissante, avec

lim Fx(z)=0 et lim Fx(z)=1.

T—r—00 T—>00
(ii) La fonction Fx est continue & droite, sa limite a4 gauche au point x vaut

Fx(e—) = lm Fx(y) = Px(] - o0,a]).

(iii) Pour tout x € R, on a
px(z) =P({X ==z}) = Fx(z) — Fx(2—);
en particulier, la fonction de répartition Fx caractérise la lot de X.

preuve: (i) Siz < ', alors | — 00, z] C] — 00, 2| et on a bien Fx(z) < Fx(z'). Comme
| — 00, 00[= Upen] — 00, 1], on a

lim Fx(n) = Px(] —oo,00]) = 1.

n—o0
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De méme | — 00, 00[= Upen] — 7, 00[ et comme Fx(—n) = 1 — Px(] —n, oo[), on a donc

1 —nli_>rroloFX(—n) = Px(] —o00,00[) = 1.

(ii) Soit (z,,n € N) une suite réelle qui décroit vers z. La suite des événements
{X < z,} est décroissante et {X < z} = N{X < z,}. On a donc Fx(z) =
lim Fx(x,). Supposons maintenant que (z;,,n € N) est une suite strictement crois-
sante qui converge vers z. Alors la suite des événements {X < z!} est croissante et
{X <z} = U{X <z}. On adonc Fx(z—) = lim Fx(z}).

(iii) 11 suffit d’écrire {X <z} = {X <z} U{X =z} et d’appliquer A-2. n

2.4 Moments d’une variable aléatoire réelle

On suppose a nouveau que X est une variable aléatoire réelle, et on introduit la notion
suivante:

Définition Si la famille {| X (w)|p(w),w € Q} est sommable, on dit que X admet un
moment d’ordre 1 et on pose

E(X) = ZQ: X(w)p(w).

On appelle cette quantité ['espérance, ou la moyenne, de X.

Plus généralement, pour tout réel k > 0, on dit que X admet un moment d’ordre k si
la variable aléatoire | X|¥ admet un moment d’ordre 1.

Il est immédiat de voir que si la variable X est bornée, c’est-a-dire s’il existe un réel
M > 0 tel que |X(w)| < M pour tout w € Q, alors X admet des moments de tous
ordres. C’est le cas en particuler lorsque 'univers €2 est fini. L’espérance satisfait les
propriétés suivantes:

Proposition (i) Si la variable aléatoire X admet un moment d’ordre 1, et si {x;,i €
I} désigne l’ensemble des valeurs prises par X, alors la famille (z;P({X = z;}),i € I)

est sommable et
E(X) = ZmiIF’({X =;}).
icl

(i1) Si X etY sont deuz variables aléatoires qui admettent toutes les deux un moment
d’ordre 1, alors pour tout o, 3 € R, c’est aussi le cas pour la variable aX + BY et on
a

E(aX + AY) = oE(X) + BE(Y).

Preuve: (i) Posons Q; = {w € Q: X(w) = z;}. La famille {€2;,7 € I} est une partition
de €2, et il ne reste qu’a appliquer la formule de sommation par paquets.

(ii) C’est une conséquence de la linéarité de la somme pour les familles sommables. B
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Proposition et définition Si X admet un moment d’ordre 2, alors il admet également
un moment d’ordre 1. On pose alors

Var(X) = E(X?) - E(X)?,
et on appelle cette quantité la variance de X. On a l'identité

Var(X) = E((X - E(X))?) .

En conséquence, Var(X) > 0, on appelle 0 = y/Var(X) U’écart-type de X .

Preuve: En considérant la partition de I'univers en Q = {|X| <1} U{|X]| > 1}, on
déduit que

%:\X(w)\p(w)é > plw)+ Y X(w)pw) <P{IX|<1}) +EX?),

{1 x]<1} {|x1>1}

ce qui montre que X a un moment d’ordre 1. Ensuite, il suffit de poser m = E(X) et
d’écrire

E((X —m)?) = E(X? —2mX +m?) = E(X?) - 2mE(X) + m® = E(X?) —m? o
Les notions d’espérance et de variance sont tres utile pour estimer la queue de la
distribution d'une variable aléatoire.

Inégalité de Markov Soit X une variable aléatoire qui admet un moment d’ordre
1. Pour tout réel a > 0, on a

P({|X]>a}) < a 'E(X]).

Preuve: 1l suffit d’écrire

E(|X|)=§|X(w)lp(w) > ) [ X(W)lpw)

X(w)|=a

> > apw)=aP({|X]>a}).

X(w)|za

Inégalité de Bienaymé-Chebitchev Soit X une variable aléatoire qui admet un
moment d’ordre 2. Pour tout réel a > 0, on a

P ({|X -~ E(X)| > a}) < a”*Var(X).

Preuve: Pour simplifier, posons m = E(X). On a

P(X —m|>a) =P(|X —m|*>d?),
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et il ne reste qu’a appliquer I'inégalité de Markov. [ |

Corollaire Une variable aléatoire est constante avec probabilité 1 si et seulement si
sa variance est nulle. Elle est alors égale a sa valeur moyenne.

Preuve: Si X a une variance nulle, alors I'inégalité de Bienaymé-Chebitchev entraine
que pour tout € > 0, P({|X — E(X)| > €}) =0, c’est-a-dire P({X =E(X)}) = 1. La
réciproque est évidente. [ |

2.5 Fonction génératrice d’une v.a. a valeurs entieres

On suppose dans cette partie que X est une v.a. qui prend toutes ses valeurs dans N.

Définition On appelle fonction génératrice de X la fonction Gx : [0,1] — [0,1]
donnée par

Gx(s) = E(s*) = ) s"P(X =n).
n=0
(On utilise la convention 0° =1 dans le cas s =n =0.)

Proposition La fonction génératrice est une fonction entiére sur [0,1], de rayon de
convergence supérieur ou égal a 1. Elle détermine la lot de X, plus précisément on a
pour tout entier n

G(0)

ol Gg?) désigne la dérivée n-ieme de Gx.
Preuve: Le fait que G'x soit une fonction entiere est clair sur sa définition. Comme la
série correspondant & Gx (1) a tous ses coéfficients positifs et que Gx (1) = E(1%) = 1,

le rayon est au moins égal a 1. La formule qui donne les coefficients d’une série entiere
en fonction de ses dérivées a I'origine termine la preuve. [ |

Exemples fondamentaux e Prenons pour X une variable de Bernoulli de parametre
p €[0,1], cest-a-dire P(X =1) =p, (X =0)=1—p. On a Gx(s) =1 —p+ sp.

e Prenons pour X une variable binomiale de parametres (n,p), oun € Net p € [0, 1],
c’est-a-dire
P(X =k) = (1) pF(1 —p)"*, k=0,1,---.,n.

(Pour vérifier que Y5 P(X = k) vaut bien 1, il suffit d’appliquer la formule de Newton.)
On a d’apres la formule de Newton:

n

Gx(s) = Y. (A —p)"*s" = (ps+1-p)".

e Prenons pour X une variable géométrique de parametre p €]0, 1, c’est-a-dire

P(X =n) = (1 —p)p" n € N.
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(Pour vérifier que Y 0°P(X = n) vaut bien 1, il suffit d’appliquer la formule pour la
somme d’une série géométrique.) On a alors

Gx(s) = Y s (L—p)p" = 2
x(s) = s\t=p)p = .
= 1—sp
e Prenons pour X une variable de Poisson de parametre ¢ > 0, c’est-a-dire
CTL
P(X =n) =e “—, n e N.
n!
On a alors -
— Z C_ e e — ec(s—l) )
n!

n=0

2.6 Variables aléatoires indépendantes

Soient Xi,---, X, une famille de n variables aléatoires discretes, a valeurs dans
Ela T En
Définition. On dit que les v.a. X1,---, X, sont indépendantes si

P(Xlzl'l,"',Xn:.Tn) = HP(X =
pour tout , € Ey,---,x, € E,.

Il convient de prendre garde au point suivant: il existe des variables X, Xy, X3 qui
sont deux a deux indépendantes sans que le triplet le soit. Par exemple, si By et B,
sont deux variables de Bernoulli indépendantes, on peut prendre X; = By, Xy = By
et X3 = B1B;,.

Il est immédiat de renforcer cette propriété.

Proposition. Les v.a. X1, -+, X, sont indépendantes si et seulement si

(fl(Xl) H]Efz )

pour toutes les fonctions bornées f; : E; — R.

Preuve: Pour simplifier, nous supposerons n = 2; le cas général est analogue mais
avec des notations plus lourdes

(fl(Xl)fZ(XQ))
= X;zfl X1 (w)) fa(Xo(w))p(w)
= ZE;E fi(zy) fo(x2)P(Xy = 21, Xy = x3)  (sommation par paquets)
= EIEX:E: fi(21) fo(2)P(X1 = 21)P(X2 = 75)  (indépendance)
= (%: f(z)P(Xy = 331)) ( ZE fzo)P(Xy = :1:2)> (sommation par paquets)
— BADEG(G).
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La réciproque est évidente. [ |

Voici une application simple de ce résultat.

Corollaire Si X et Y sont deuzr vartables aléatoires réelles indépendantes qui admet-
tent toutes les deuz un moment d’ordre deuz, alors Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Preuve: Grace a la linéarité et a I'indépendance, on a

E(X +Y)%) = E(X?+2XY+Y?) = E(X?) + 2E(X)E(Y) + E(Y?)
E(X +Y)* = EX)*+2EX)E(Y)+E®Y)?,
ce qui conduit au résultat en prenant la différence. [ |

Les fonctions génératrices sont tres utiles pour étudier les sommes de variables indépendantes
comme le montre le résultat suivant.

Corollaire 5@ X1, - - -, X, sont n variables aléatoires a valeurs entieres indépendantes,
alors la fonction génératrice de la variable X; + -- -+ X, est le produit des fonctions
génératrices, Gx,1..+x, = [li=1 Gx,-

Preuve: On a pour tout s € [0, 1]:

GX1+---+Xn (8) =K <8X1+."+Xn) =K (le cen SXn) — ﬁ E (SX") = ﬁ GXi(S) Re
=1

i=1

Corollaire Soit X1, --,X,, n variables indépendantes qui suivent toutes la loi de
Bernoully de paramétre p, 0 < p < 1. Alors S = X1 +--- 4+ X, suit la loi binomiale
de paramétres (n,p).

Preuve: D’apres la proposition précédente, la fonction génératrice de S est Gg = G,
ou X désigne une variable de Bernoulli de parameétre p. Comme Gx(s) =1 — p + sp,
on a donc Gs(s) = (1 —p+ sp)™, qui est la fonction génératrice de la loi binomiale de
parametres (n,p). Comme la fonction génératrice caractérise la loi, le corollaire est
démontré. [ ]

On peut démontrer de la méme maniére que si X et X' sont deux variables indépendantes
qui suivent des lois de Poisson de parametres c¢ et ¢/, respectivement, alors X + X’
suit encore un loi de Poisson de parametre ¢ + ¢’ (exercice).
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Chapitre 3

Espaces de Probabilités Généraux
et Variables Aléatoires

3.1 Axiomatique de Kolmogorov

On se donne un espace abstrait 2, qu’on suppose muni d’une tribu F. C’est-a-dire
que F est une partie de P(£2) telle que:

(a) Qe F.

(b) Si A € F, alors A® € F.

(c) Si (An,n € N) est une suite d’éléments dans F, alors UA, € F.

Par passage au complémentaire, on a aussi sous les hypotheses de (c) que N A, € F.

On appelle mesure de probabilité sur (€2, F) une application P : F — [0, 1] qui vérifie
les axiomes suivants:

Al PQ2) =1
A.2: Si A, A" € F sont disjoints, alors P(A UA') = P(A) + P (A).

A3: Si (Ap,n € N) est une suite croissante d’éléments dans F, alors P(UA,) =
lim,, 00 P(Ay).

On fera référence & A.3 comme la propriété de o-additivité de P. On notera que,
par passage au complémentaire dans A.3, si (A,,n € N) est une suite décroissante
d’éléments dans F, alors P(NA,) = lim,, o P(Ay)-

On dira que la tribu F est compléte pour P si pour toute sous-partie A d’une partie
N € F de probabilité nulle, P(N) = 0, on a A € F. Il est de plus clair que dans ce
cas, P(A) = 0. Il facile de construire une tribu F' qui contient F et d’étendre P a F'
de telle sorte que F' soit complete pour 'extension de P. Il sera plus commode pour
nous de toujours supposer que F est complete pour P. On dira qu’un éveénement A
est vérifié presque sirement si son complémentaire A° = Q\A a une probabilité nulle.
On utilisera I’abréviation p.s. pour presque-sir.

Si E est un espace muni d’une tribu £ (on prendra souvent pour E la droite réelle
ou un espace euclidien et pour £ la tribu borélienne), on appelle variable aléatoire a
valeurs dans E toute application mesurable X : Q — E.
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Lorsque X est une v.a. réelle, on dit que X admet un moment d’ordre 1si [, | X (w)|dP(w) <
oo. Dans ce cas, on pose

E(X) = /Q X (w)dP(w)

et on lit le terme de gauche ”espérance de X”, ou "moyenne de X”. L’espace des
variables aléatoires réelles (ou complexes) qui admettent un moment d’ordre 1 est noté
L} (2, P); c’est un espace vectoriel et 'application X — E(X) est linéaire et positive,
ie.

0<X<Y = 0<EX)<EY).

Dans ce cours on fera souvent appel aux résultats suivants de la théorie de la mesure:
Théoréme de convergence monotone Si (X,,n € N) est une suite croissante de

variables aléatoires positives, c’est-a-dire que p.s. 0 < X, < X141 pour tout n € N,
et st on note X, = lim,,_,, X,,, alors

E(X.) = lim E(X,).

n—oo

Lemme de Fatou Si (X,,,n € N) est une suite de variables aléatoires positives, alors

E (Hm iann) < liminfE(X,) .

n—oo n—oo

Théoréme de convergence dominée Si (X,,n € N) est une suite de variables
aléatoires réelles qui converge p.s. vers une variable X, et s’il existe une variable Y
intégrable avec | X,| <Y p.s. pour tout n € N alors

E(Xy) = lim E(X,).

n—oo

Plus généralement, pour tout p > 0, on note LP(Q2,P) I'espace des v.a. X telles que
E(]X|?) < oo. On rappelle que pour p > 1, LP(2, P) est un espace de Banach lorsqu’il
est muni de la norme || X||, = E(|XP)'/P.

Les résultats que nous avons établis dans le chapitre précédent sur les v.a. discretes
(définition et formules pour la variance, inégalité de Bienaymé-Chebitchev,...) sont
encore valables dans le cadre général; nous ne les ré-écrivons pas et laissons la preuve
comme exercice.

3.2 Loi d’une variable aléatoire

Soit X : (2, F) — (E, &) une variable aléatoire. On appelle loi de X la mesure image
de P par X, c’est-a-dire la mesure de probabilité Px sur (F,&) donnée par

Px(A) =P(X €A) =P{we: X(w) e A}), Aef.

21



(11 est tres facile de vérifier que Px est bien une mesure de probabilités sur (E,E).)
On peut aussi formuler cette définition sous la forme équivalent:

Proposition. Px est l'unique mesure sur (E, ) telle que pour toute fonction mesurable
et bornée f : E — R, on ait

E(f(X)) = [ f(@)dPx(a).

Preuve L’unicité est évidente en prenant pour f l'indicatrice d’un ensemble mesurable
générique A € F, puisque dans ce cas

E(f(X)) = E(lxea) = P(X € A) = Px(4).

Par linéarité, I'identité de I’énoncé est vérifiée pour toute fonction mesurable f étagée.
Par passage a la limite, on voit que 'identitée reste vraie pour f mesurable bornée
générale. [ |

La loi d’une variable aléatoire réelle est donc une mesure sur R (muni de la tribu
borélienne), de masse 1. Voyons quelques exemples fondamentaux. Tout d’abord,
commencons par quatre lois discretes que nous avons déja vues.

e La masse de Dirac en x € R, d,, est la loi de la variable aléatoire qui vaut x presque
partout. Une telle variable est notée x par un (leger) abus de notation.

e La loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1] est pd; + (1 — p)dy, ou 0, est le symbole
de la masse de Dirac en x. De meéme, la loi de Poisson de parametre ¢ > 0 est

®© jec(n!)71d,; et la loi géométrique de parametre p €]0,1[ est 3% (1 — p)p"d,.
Passons ensuite a des lois sur R absolument continues par rapport a la mesure de
Lebesgue, qu’on notera dzx.

e La mesure de Lebesgue sur [0, 1] est une mesure de probabilité, qu’on appelle la loi
uniforme sur [0, 1]. Plus généralement, si a < b, on appelle loi uniforme sur [a, b] la
mesure de probabilité (b — a)~' 1,4 (x)dz.

e La mesure sur R de densité =(1+ %) 'dx a bien pour masse 1, c’est une mesure de
probabilité sur R qu’on appelle la loi de Cauchy standard.

e Pour tout ¢ > 0, la mesure ge” 7“1 ,>01dr a pour masse 1, c’est donc une mesure de

probabilité qu’on appelle la loi exponentielle de parametre q.

(/oo e—z2/2dx)2 _ (/OO e—m2/2dx> (/oo e_y2/2dy)

o0 o0

— / do [~ dye @922

e En écrivant

o0 .
= 27T/ e " 2rdr = 27,
0

on obtient I'identité [0 e 24y = \/27. Ainsi, la mesure \/%—We_ﬁﬂdx a pour masse
1, on I’appelle la loi normale standard. Plus généralement, pour tout m € R et 02 > 0,
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la mesure sur R de densité

1 (x —m)?
expy ————
V2mo? 20?
a également pour masse 1 (il s’agit d’un changement de variables simple), on ’appelle
la loi Gauss de variance o? centrée en m, et on la note N (m, ?).

Exercice: -a- Calculer la moyenne et la variance de la loi de Gauss (on trouve m et
o2, respectivement).

-b- Pour tout entier £, calculer le moment d’ordre £ de la loi exponentielle de parameétre
q (on trouve klg %) .

-¢- Montrer que la loi de Cauchy n’admet pas de moment d’ordre 1.

Tout comme dans le cas discret, il est souvent commode de décrire une loi de proba-
bilité sur R a I'aide de sa fonction de répartition:

Définition. Si Px est la loi d’une variable aléatoire réelle X, on appelle la fonction
Fx :R — [0, 1] donnée par

Fx(z) = Px(] —o0,2]) = P(X <),

la fonction de répartition de X (ou de Px). C’est une fonction croissante, continue
a droite. On a Fx(z—) =P(X < z).

Par exemple, la fonction de répartition de la loi uniforme U sur [0,1] est Fy(z) =0
siz <0, Fy(z) =2si0<xz<1,et Fx(x) =1si x> 1. La fonction de répartion de
la loi de Cauchy standard C' est F¢(z) = L arctan(z). La fonction de répartion de la
loi de Gauss n’admet pas d’expression explicite simple.

La fonction de répartition F'x caractérise la loi Px, puisque pour tout intervalle de
type |a,b], on a Fx(a) — Fx(b) = Px(|a,b]), et qu'une mesure borélienne sur R est
déterminée par la donnée des masses qu’elle attribue aux intervalles de ce type. Plus
précisément, en tant que fonction croissante, F'x induit une mesure de Stieltjes sur R
notée dFx, et on a Px(dz) = dFx(z).

On dit qu’une loi réelle est continue (ou aussi qu’elle n’a pas d’atome) si sa fonction
de répartition F' est continue. Une loi absolument continue (i.e. ayant une densité)
par rapport a la mesure de Lebesgue est a fortiori continue. La fonction réciproque
F~1! d’une distribution continue definie par

Fl(y) =inf{zeR: Flz) =y}, yeo,1]
s’appelle le quantile de la distribution F. Cette notion joue un role important en

statistique.

Voyons une application a la simulation de variables aléatoires sur un ordinateur, qui
repose sur l'idée suivante. Il est clair que si f : R — R est une fonction mesurable,
alors I'image par f d’une v.a. X est une v.a. Y = f(X). Laloi de Y peut étre déduite
de celle de X par changement de variable.

Exemples: o Si U est une variable de loi uniforme sur [0, 1], alors X = log1/U est
une variable de loi exponentielle de parametre 1. En effet, pour tout z > 0, on a
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P(X <z)=PU >e*) =1—e* et on reconnait la fonction de répartition de la
loi exponentielle de parametre 1.

e Soit X une v.a. de loi exponentielle de parametre g. On note Y = [X] sa partie
entiere. On a donc

n+1
PY=n)=Ph<X<n+1l) = / ge ®dx = e (1 —e79)

n
et on voit donc que Y a pour loi une loi géométrique de parametre e™9.

e Soit X une v.a. normale standard, i.e. de loi N'(0,1). Vérifier que c X + m =Y
suit une loi de Gauss centrée en m et de variance o2, i.e. N'(m,o?).

La plupart des ordinateurs permettent de générer des variables aléatoires de loi uni-
forme sur [0,1], c’est-a-dire que 'ordinateur fournit a 'utilisateur un nombre réel
aléatoire X tel que X € [0, z] avec probabilité z pour z € [0,1]. La transformation
précédente permet de générer des variables aléatoires de loi arbitraires a partir d’une
variable X suivant une loi uniforme sur [0, 1].

Proposition. Soit F : R — [0,1] la fonction de répartition associée & une loi de
probabilité u sur R, i.e. F(x) = u(] —oo,x]). Soit F~1:[0,1] — R l'inverse continu
a droite de F, c’est-a-dire

Fl(z) = inf{y : F(y) > =}, z €10,1].

Si X suit la loi uniforme sur [0, 1], alors la variable aléatoire Y = F~Y(X) suit la loi
7

Preuve: Il s’agit de vérifier que Y a pour fonction de répartition F. On a pour tout
zeR
V<z < F'(X)<z < inf{y: Fly) > X} <z. (1)

D’une part, la derniére assertion de (1) est satisfaite dés que F'(z) > X, autrement
dit on a {X < F(z)} C{Y < z}. Comme X suit la loi uniforme, il en découle que

F(z) = P(X < F(z)) <P(Y <2).

D’autre part, si la derniére assertion de () est vérifiée, alors F(y) > X pour tout y >
z, c'est-a~dire {Y <z} C{X < F(y)}. OnadoncP(Y <z) <P(X < F(y)) = F(y)
(puisque X suit la loi uniforme). On fait tendre y vers x, et comme F' est continue &

droite, on obtient
P(Y <z) < F(x).

En conclusion, on a donc vérifié que F' est la fonction de répartition de Y. [ |
Cette méthode permet de simuler un grand nombre de variables aléatoires, mais pas
toutes. Par exemple, on ne peut pas simuler ainsi une variable gaussienne, car on ne

connait pas explicitement la fonction de répartition de la loi de Gauss, et a fortiori pas
son inverse. On verra dans la section suivante comment contourner cette difficulté.
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3.3 Indépendance

Définition. Soient X et X' deux variables aléatoires a valeurs dans E et E', re-
spectivement. On dit que X et X' sont indépendants si pour tout A € & et tout
Aeg

PXeA, X' e€A)=PXeAPX e€A).

Quand on exprime I'indépendance en termes des distributions, on obtient que deux
v.a. X et X' sont indépendantes si et seulement si la loi du couple (X, X', Px x-
vérifie
PX,XI(AXA’) = Px(A)PXI(AI), VAES,AIESI.

Autrement dit, la loi Px x» sur E x E' est la loi produit Px ® Px:. En particulier,
étant données deux lois de probabilites u et p' sur E et E’, il est facile de construire
un espace de probabilité et deux v.a. X et X' indépendantes et de lois respectives
w et . Plus précisément, on prend ’espace produit £ X E’, qu’on muni de la tribu
produit £ ® &', et de la mesure produit 4 ® i'. Ensuite on prend pour X la premiere
projection X : E x E' — E, et pour X' : E x E' — E' la seconde projection.

On a immédiatement
Proposition Pour que deuz v.a. X et X' soient indépendantes, il faut et il suffit que
E(f(X)g(X") = E(f(X))E(g(X"))

pour toute fonction mesurable bornée f : E — R et toute fonction mesurable bornée
g:E =R

Preuve: Si X et X' sont indépendants, alors on a bien
E(f(X)g(X") = E(f(X))E(g(X"))

lorsque f =14 et g = 1g. Par linéarité, la formule reste valable pour f et g étagées.
Le cas général en découle par approximation. [ |

Exercice: Vérifier que si X et X’ sont indépendantes, alors il en est de méme pour
f(X) et g(X') pour toutes fonctions mesurables f et g.

Plus généralement, on dira que n+1 variables aléatoires X, - - -, X,,11 sont indépendantes
si les n premiéres variables X, - - -, X, sont indépendantes et si les variables (X7, -, X,,)
et X,11 le sont également. Il est tres facile de vérifier la propriété suivante:

Proposition Pour que n v.a. X1,---, X, sotent indépendantes, il faut et il suffit que

E(fi(X1) - fu(Xn)) = E(f1(X1)) - E(fn (Xn))

pour toutes les fonctions mesurables bornées fy : By, — R.

Voyons maintenant comment la notion d’indépendance permet la simulation de, non
pas une, mais deux variables gaussiennes indépendantes. Pour cela, on commence par
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simuler une variable U de loi uniforme sur [0, 1], et une variable S de loi exponentielle
de parametre 1/2, indépendante de U. On pose ensuite

X = VScos(2nU) , Y = V/Ssin(2zU).

On peut vérifier alors par un changement de variable en coordonnées polaires que X
et Y sont deux variables indépendantes, toutes les deux de loi N'(0,1). En effet, soit
f : R? — R une application mesurable bornée. On a

E(f(X,Y)) = 1/Ooo als/o1 due™/?f (\/Ecos(27ru),\/§sin(27ru))

2
o0 1
= / dr/ due "1 f (r cos(2mu), rsin(27u))
0 0

1
—= /R2 ef(w2+y2)/2‘f (x, y)) dxdy’

2

ou la premiére égalité découle du changement de variable s = r? et la seconde du
passage en coordonnées polaires. On voit maintenant que la loi du couple (X,Y") est
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?, avec pour densité

\/%_Wexp{—xQ/Q} X \/LZ_WGXP{_ER/?} , (z,y) € R?.
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Chapitre 4

Chaines de Markov sur un espace
fini et matrices de transitions

4.1 Préliminaires

Un processus stochastique est une suite de variables aléatoires X, Xq,---, X,,, -+ qui
décrit 1’évolution d’un phénomeéne aléatoire. On travaille en temps discret (indexé
par les entiers) et on supposera de plus que 'espace d’état E dans lequel le processus
prend ses valeurs est fini. Les processus stochastiques interviennent de facon tres
naturelle dans les applications.

Exemples.  Météorologie: X,, = température en un lieu donné au jour n, ou encore
hauteur des précipitations pour I’année n.

e Bourse: X,, = cours d’une action le jour n, ou chiffre d’affaire d’une société I’année
n.

e Assurance: X, est le montant total des indemnités versées par une compagnie
d’assurance pour des sinistres survenus le mois n.

e Epidémiologie: X, = nombre d’individus infectés par une maladie contagieuse au
bout de n jours.

e Jeux: X,, = ordre des cartes d'un jeu qui a été battu n fois.

Afin de décrire 1’évolution du processus, on a besoin de la notion de probabilités
conditionnelles.

Définition. Soit A un événement de probabilité non nulle. Pour tout événement B,

on note
P(AN B)

P(A)

et on appelle cette quantité la probabilité de B sachant A, ou conditionnellement a A.

P(B|A) =

Il est immédiat de vérifier que I’application F 5 B — P(B | A) est une mesure de
probabilité sur 2. Nous nous intéressons au cas on A = {Xy = zg,---, X,, = z,} et

B ={X,1=Tns1}
De facon informelle, lorsque 1’évolution d’un processus stochastique apres une date
n, ne dépend du passé Xy, ---, X, qu’a travers sa position au temps n (et non pas
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du trajet qu’il a suivi pour atteindre cet état), on dit qu’il vérifie la propriété de
Markov. Ce phénomene apparait souvent. Par exemple, si on bat un jeu de cartes
suivant toujours la méme technique, la distribution aléatoire des cartes au rang n + 1
sachant les ordres aux rangs 1,---,n, ne dépend que l'ordre au rang n et pas des
précédents. On se gardera de croire que la propriété de Markov est le lot de tous
processus stochastiques.

Voici la définition précise.

Définition. On dit que Xy, -+, X,,--- est une chaine de Markov (homogéne) s’il
ezriste des nombres réels positifs (P,-]-)UEE avec Y e Pij = 1 pour tout 1 € E, tels que
pour tout entier n, tous 1,7,%q, -, Tn € E:

P(Xp1=J | Xo=20,", Xpn-1=2Tn_1,Xn =1) = Py,

pourvu bien sur que le terme de droite soit bien défini. On appelle (PZ-]-)].EE la proba-
bilité de transition pour l’état i. Lorsque [’espace d’état E est fini, (Pz'j)i’jeE est une
matrice qu’on appelle la matrice de transition de la chaine.

Quand on se donne des probabilités de transitions (Fj;), ;. , il est facile de simuler sur
ordinateur une chaine ayant ces probabilités de transitions. Pour tout entier n et tout
i € F, on simule par Random(n, i) des v.a. indépendantes de loi (Pij)jeE' On prend
X; = Random(1,7). Connaissant X; = z;, on prend ensuite X, = Random(2,z,),
puis on recommence, etc...

Voyons maintenant des exemples concrets.

Exemples. e Chaine a deux états: Considérons 1’état d’une ligne de téléphone X,, =0
si la ligne est libre a 'instant n, et X,, = 1 si la ligne est occupée. Supposons que
sur chaque intervalle de temps, il y a une probabilité p qu'un appel arrive (un appel
au plus). Si la ligne est déja occupée, 'appel est perdu. Supposons également que
si la ligne est occupée au temps n, il y a une probabilité ¢ qu’elle se libére au temps
n+ 1. On peut modeliser ainsi une chaine de Markov a valeurs dans F = {0, 1}, avec
matrice de transition
P = (l—p P ) _

g 1-q
e File d’attente simple: On modifie I’exemple précédent en supposant qu’on peut
mettre un appel en attente. Les appels arrivent et la ligne se libére comme avant.
Si un appel arrive pendant que la ligne est occupée et si le systéme n’est pas saturé,

I’appel est mis en attente. Si un appel arrive alors qu’il y a déja un en attente, il est
perdu. Cette fois I'espace d’état est £ = {0,1,2}. On a

De méme

Le cas ou il y a exactement un appel retenu au temps n est un peu plus délicat. On
a p(1,0) = ¢(1 — p) (I'appel se termine et pas d’appel nouveau arrive) et p(1,2) =
p(1 — ¢g) (un appel nouveau arrive et celui en cours continue). Comme la somme
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p(1,0) + p(1,1) + p(1,2) doit valoir 1, on a donc p(1,1) =1 —q(1 — p) — p(1 — q).
Finalement, la matrice de transition de la chaine est

1—p p 0
q1-p) 1-q(1=p)—p(1-q) p(1-2q)
0 q 1—¢q
On supposera désormais que Xy, X1, --- est une chaine de Markov avec pour proba-

bilités de transition (P;;) On décrit tout d’abord ’état de la chaine.

i,jeE"

Proposition. Pour zg,---,x, dans E, on a
P(Xl = ICl,"',Xn = Tn | XO =~T0) = Pwo,zl "'Pzn_l,wn-
En particulier, si l'espace d’état est fini, disons E = {1,---, N},

P(X,=j|Xo =1) = P}

17

ot P" = P X --- X P au sens des produits de matrices et P"* = (P[;) -
0

Preuve: La premiere formule s’obtient par récurrence. Plus précisément, on a
IF’(Xo =g, , Xn = Tn | Xo :330)

]P(Xl :.Tl,"',Xn_l = Tp—-1 ‘ X():.To)P(Xn:.Tn ‘ X():x(),"',Xn_l :xn_l)
= ]P)(Xlle,"',Xn_lz.Tn_l‘X():.To)P

Tp—15Tn
= Prar o Popr0m
La seconde formule en découle également part un calcul simple de récurrence. |

Une application importante de la proposition est la suivante: fixons des entiers n et

k, et soient xg, -+, Ty, ,Tnix des points de E. On a alors
]P(Xn—H :xn—klu"';Xn—l—k = Tnp+k | XO :.’L'(),"',Xn :xn)
IP>()(O =g, aXn = xnaXn—I—l = Tn+1y*°* 'aXn—i-k = xn—l—k)

P(XOZ"L'(),""XTL::ETL)

_ on,wl t Pxn_l,mnpwn,zn+1 e Pwn+k—1,wn+k
Pivo,zl e Pﬂ:n—m:n
Pwn,$n+1 o Pzn+k—1,wn+k

= P(X1:$n+1,"',Xk:In+k|X0:.In).

En mots, si on sait qu’a l'instant n la chaine est en z,, alors la chaine X| =
Xn, -, X = Xpik, -+, oObtenue par translation temporelle, ne dépend pas de la
trajectoire suivie pour arriver en x,, au temps n, et a méme loi que la chaine initiale
quand elle est issue de z,,. C’est une propriété conforme a I'intuition qu’on peut avoir.
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4.2 Comportement asymptotique des chaines de
Markov

On rappelle que P désigne la matrice de transition d’une chaine de Markov. On
s’intéresse a la distribution de X,, quand n — oo, ce qui revient a étudier la suite de
matrices P" quand n — oo.

Considerons d’abord ’exemple simple de la chaine a4 deux états

1 —
- (70
g 1l—g¢q
avec 0 < p,q < 1 Lorsque les réels p et ¢ sont connus, on peut élever P a la puissance
n en utilisant un ordinateur. Si on ne dispose pas d’ordinateur, ou si on veut traiter

le cas général, on peut diagonaliser P. Les valeurs propres sont 1 et 1 —p — ¢, et on
diagonalise D = Q' PQ avec

e=(, 7 ,<T1=(fﬁgt% %gig> ’

1 0
b= (0 1—p—q)'

La diagonale de D est constituée des valeurs propres. Les colonnes de () sont les
vecteurs propres & droite de P, et les lignes de Q~! les vecteurs propres & gauches.
Les vecteurs propres sont uniques a une constante multiplicative pres; on a choisi la
constante pour la valeur propre 1 de sorte que la premiére ligne de Q! soit un vecteur
probabilité (on verra plus tard pourquoi). On a alors

Pn — (QDQfl) — QDanl
et un calcul simple donne

pno_ ((Q+p(1—p—Q)”)/(p+Q) (p—p(l—p—Q)")/(p+Q)>
(¢—ql-p—9q)")/(p+q) (P+ae(l-p—q) '

Comme |1 — p — ¢g| < 1, on voit que

. on_ (¢/p+q) p/(P+q)
Aim, P —(wm+@ M@+®)

Le fait que la seconde valeur propre, 1 — p — ¢ soit en module strictement inférieure
a 1 est primordial dans le calcul; la matrice limite est constituée de deux vecteurs
lignes identiques, qui est le vecteur propre a gauche de P, normalisé de sorte a étre
une probabilité.

Supposons maintenant que 1’état initial de la chaine est donné par une probabilité
P(Xo =0) = a, P(Xq =1) =1 — a. Nous avons vu que I’état de la chaine au temps
n suit la loi caractérisée par

P(X,=j|Xo=4) =P} 4,j=0o0ul
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et on déduit que quand n — oo, quelque soit 1’état initial 7+ de la chaine,

. B PN . B LD

Jim P(X, =0]Xo=1i) = el Jim P(X, =1|Xo=1) = i
On notera que la limite en loi qu’on a obtenue est donnée par le vecteur propre associé
a la valeur propre 1, normalisé pour étre une probabilité.

Définition. Un vecteur probabilité v = (vy,---,vy) sur E (i.e. les coefficients de v
sont positifs et de somme 1) est dit probabilité invariante, ou probabilité d’équilibre,
pour la chaine de matrice de transition P si v est un vecteur propre a gauche de valeur
propre 1, 1.e. v =vP.

Pour justifier la terminologie, on voit que si v est une probabilité invariante et si ’état
intial de la chaine X suit la loi v, alors X, suit également la loi v pour tout n (puisque
la loi de X, est vP™ = v).

Il existe toujours une probabilité invariante (quand on travaille avec des chaines de
Markov sur un espace d’état fini). En effet; la condition }; P;; = 1 montre que
le vecteur 1 = (1,---,1) est vecteur propre & droite associé a la valeur propre 1.
Donc 1 admet un vecteur propre a gauche, et on peut montrer qu’il est toujours
possible de choisir le vecteur propre a gauche avec des coefficients positifs, et donc
de le normaliser pour en faire un vecteur probabilité. Les questions naturelles qui se
posent alors sont de savoir si cette probabilité invariante est unique, puis si quelque
soit la distribution initiale de la chaine, 1’état converge quand le temps tend vers
I’infini, vers cette probabilité invariante.

On peut observer que si, pour une distribution initiale donnée m = (my,---, my), X,
converge en loi vers un vecteur probabilité v, autrement dit lim, ,,, mP™ = v, alors
vP = v, et v est nécessairement une probabilité invariante.

Le théoreme de Perron-Frobenius permet de répondre a cette question pour une tres
grande famille de matrices. Nous allons énoncer le résultat sans le démontrer.

Théoréme. (Perron-Frobenius) Soit (P;;) une matrice N x N dont les coefficients
sont strictement positifs. Alors la plus grande valeur propre (en module) X\, est > 0
et simple, et tout vecteur propre correspondant a tous ses coefficients de méme signe.

Sous les hypotheéses du théoreme de Perron Frobenius, on peut écrire P sous la forme
P=QDQ™!, ou
A0
p=(5 u)

avec M matrice (N — 1) x (IV — 1) dont la plus grande valeur propre est strictement

inférieure a A. Cette observation entraine le résultat suivant pour les chaines de
Markov.

Corollaire. Soit Xy, -, X,, -+ une chaine de Markov sur un espace a d éléments,
avec pour matrice de transition P. On suppose que les coefficients de P sont tous
strictement positifs. Alors il existe une unique probabilité invariante, v = (vq, ..., vq),
et quelque que soit la distribution initiale de la chaine, X, converge en lot vers v
quand n tend vers oo, c’est-a-dire qu’on a pour tous les états i, )

lim P(X, = j | Xo =1) = v;.
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Preuve: On applique le théoreme de Perron-Frobenius. 1l est facile de voir que la plus
grande valeur propre de P (dont on sait qu’elle est réelle positive) vaut nécessairement
1. Le vecteur propre a droite a tous ses coefficients égaux a 1, le vecteur propre a
gauche v = (vy,- -+, vy) est normalisé de sorte & étre un vecteur probabilité.

Comme la plus grande valeur propre X' de la matrice (N —1) x (N —1) M vérifie |\'| <
1, on a en particulier lim,, ,,, M™ = 0 (plus précisément, la vitesse de convergence est
en \').

En conséquence, nous avons

. n o 1 0 -1
fmr=a(y g)et = |

La convergence en loi vers v en découle, ainsi que 1'unicité de la probabilité invariante.
|

D’une fagon un peu plus générale, on a ’extension suivante.

Corollaire. Soit Xg,---, X, - une chaine de Markov sur un espace fini, avec pour
matrice de transition P. On suppose qu’il existe un entier k pour lequel les coefficients
de P* sont tous strictement positifs. Alors il existe une unique probabilité invariante,
v, et quelque que soit la distribution initiale de la chaine, X, converge en loi vers v
quand n tend vers 0o.

Preuve: Considérons une loi initiale m, fixons r € {0,---, k} et notons 4 = mP". On
a mPkHT = Pk et d’apres le premier corollaire, mP*¥*" converge vers v quand d
tend vers co. La limite ne dépend pas de r, donc quelque soit la distribution initiale,
X,, converge en loi vers le vecteur propre probabilité (4 gauche) associé a la valeur
propre 1 de P*. Ceci assure I'unicité de la probabilité invariante. [ |

On se gardera de croire que le résultat précédent est valable en toute généralité. Il est
facile de construire des chaines de Markov possedant plusieurs probabilités invariantes.
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Chapitre 5

Suites et Séries de Variables
Aléatoires

On considére une suite Xq,---,X,,--- de v.a. a valeurs réelles et on s’intéresse au
comportement asymptotique de cette suite aléatoire. L’étude repose en partie sur un
résultat élémentaire tres utile.

5.1 Le lemme de Borel-Cantelli

On considere une suite d’événements {A,,,n € N} dans 2. La suite des événements
mny
Uksn Ak, n € N est décroissante, son intersection

A = limsupA,, = ﬂ U Ay
n—,oo

n>0k>n

est encore un événement dans F. On remarquera que A représente ’ensemble des aléas
w qui appartiennent a une infinité d’événements A,,, autrement dit 14 = limsup,,_,, 1a,;
ce qui justifie la notation.

Lemme de Borel-Cantelli. (partie directe) Si la série Y22 (P(A,) converge,
alors P(A) = 0.

Preuve: Fixons e > 0. Il existe un entier N tel que >>° v P(A,) < €, et en conséquence
P (UnZN An) < e. De la définition de A, on tire a fortiori P(A) < e. |

Il y a une réciproque partielle a la partie directe sous une hypothese d’indépendance
entre les événements.

Définition. On dit que les événements A,,n € N sont indépendants si pour tout
entier N, les v.a. 15,,---, 15, sont indépendantes.

En particulier, si les événements A,,,n € N sont indépendants, alors pour toute famille
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finie d’entiers {n(i),i € I}, on a

P (ﬂ An(i)) = HP(An<i)) :

I

Lemme de Borel-Cantelli. (partie réciproque) Si les événements A,,n € N
sont indépendants et si la série Y oo P(A,) diverge, alors P(A) = 1.

Preuve: Comme les A,, sont indépendants, il en est de méme pour leurs complémentaires,
et on a

(UA) _ 1_P(ﬁA;) - fieag > {Z(A)}

On fait tendre m vers oo, et on tire

Comme les événements U32, A; décroissent vers A quand k — oo, on a bien P(A) > 1
(et donc = 1). u

5.2 Divers modes de convergence

Définition. (convergence p.s.) On dit que la suite (X,,n € N) converge presque
sturement vers une v.a. X s’il existe un événement A avec P(A) =1, tel que

lim X,(w) = X(w) pour tout w € A

n—o0

Définition. (convergence en probabilité) On dit que la suite (X,,n € N) con-
verge en probabilité vers une v.a. X si pour tout € > 0

lim P(|X, - X|>¢) = 0.

n—oo

11 est facile de voir que les résultats usuels sur les limites (unicité de la limite, linéarité
...) sont valables dans les deux cas.

Proposition. 5i X,, = X p.s., alors la convergence a lieu également en probabilité.

Preuve: Soit A ’événement de probabilité 1 qui apparait dans la définition. On fixe
e > 0, et pour chaque entier n, on considere ’événement

[, = {we A:sup|Xi(w) — X(w)| > €}
k>n
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La suite des I',, est décroissante et NI, = () (puisque X,, converge vers X sur A). On
a donc lim,, ., P(I";) = 0. Comme

{|X, — X| > e} C L UAC,

on a a fortiori lim, ., P(| X, — X| >¢) =0. |

La réciproque est fausse; voici un contre exemple: On prend 2 = [1, 2] qu’on munit de
la mesure de Lebesgue. Pour chaque n, on note k£ 'unique entier tel que 28 < n < 2F+1,
et on prend X,,(t) = Ljo-# (ny1)2-#)- 1l est clair que pour tout € €]0, 1], P(|X,,| > ¢) =
2% de sorte que X,, — 0 en probabilité. Néanmoins, pour tout ¢ € [0, 1], il existe
une infinité d’entiers n pour lesquels X, (¢) = 1, et X, (¢) ne converge pas vers 0.

En revanche on a une réciproque partielle.

Proposition. Si X,, — X en probabilité, alors il eriste une suite extraite Xn(,) qui
converge vers X p.s.

Preuve: Comme P(|X — X,,| > ¢) — 0 pour tout € > 0, on peut trouver pour tout n >
1 un entier N (n) tel que P (|X — Xy(m| > 1/n) < 27" Lasérie D P (|X — Xym| > 1/n)
converge donc. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, la probabilité de I’événement

N UAIX = Xyl > 1/n}

n>0k>n

est nulle. Si A désigne ’événement complémentaire, on a donc P(A) = 1, et (par
définition de A) pour tout w € A, il existe un entier k(w) tel que

X (w) = Xnm(Ww)| < 1/n pour tout n > k(w) .

Ceci montre que Xy (w) = X (w). n

En théorie de I'intégration, on a vu d’autres modes de convergence qu’on rappelle.

Définition. (convergence dans LP) Pour tout p > 1, on dit qu’une suite (X,,n € N)
de v.a. converge dans LP(2,P) vers une v.a. X € LP(Q,P) si

Jm E(IX - X,P) = 0.
Comparons cette notion avec les précédentes.

Proposition. 5i X,, = X dans LP, alors la convergence a encore lieu en probabilité.
Réciproquement, si X, — X en probabilité et si il existe une v.a. réelle Y € LP telle
que | Xn| <Y pour tout n, alors X, — X dans LP.

Preuve: Fixons € > 0 et n > 0. On sait qu’on peut trouver un entier ngy tel que
E(|X — X,|P) < ne? dés que n > ng. En appliquant I'inégalité de Markov, on obtient
dans ce cas

P(X — X,| >¢) < ePE(|X - X,.|P) <n.

Réciproquement, si la suite (X,,n € N) converge vers X en probabilité, c’est encore
le cas pour toute suite extraite, disons (X M(n),M € N). On sait qu’on peut extraire
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de cette derniere une sous-suite, disons (X N(n), M € N) qui converge p.s. vers X. Par
hypothese, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée, i.e. Xyp) — X
dans LP(€),P). Ainsi, de toute suite extraite de (X,,n € N), on a su extraire une
sous-sous-suite qui converge vers X dans LP. Donc X,, — X dans LP. [ |

Exercice: On se donne une suite de v.a. (X,,n € N), suivant toutes la méme loi.

(1) Montrer que X,,/n converge toujours vers 0 en probabilité.

(2) Montrer que si X; € L*(Q,P), alors la suite X,,/n converge vers 0 p.s. et dans
LY(P).

(3) On suppose maintenant que ces v.a. sont indépendantes, i.e. toute sous-suite finie

est constituée de v.a. indépendantes. Montrer que si de plus E(|X;|) = oo, alors
lim sup,, ., n" ' X, = 0o p.s.

Solution (a détailler):
(1) P(| X, /n| >¢€) =P(|X1| > ne) — 0.

(2) La convergence dans L' est évidente. Fixons un réel £ > 0. On a en intégrant par
parties

iojln»uxn/m > 1/k) = i B(EX,| > n) = E([EX.[]) < oo.

On applique la partie directe de Borel-Cantelli. L’événement
Ay = {limsupn | X,| < 1/k}
n—oo

a pour probabilité 1, il en est de méme pour l'intersection de ces événements, i.e.
: -1 _
limsup,,_,,,n !X, =0 ps.

(3) Cette fois, 300 ; P(|X,,/n| > k) = oo et on applique la partie réciproque de Borel-
Cantelli.

5.3 Séries de variables aléatoires indépendantes (x)

On se donne une suite de v.a. réelles (X,,n € N*) que I'on suppose indépendantes,
c’est-a-dire que pour tout n, Xi,---, X, sont des v.a. indépendantes. On note S, =
Xi + -4+ X, la somme partielle jusqu’a ’ordre n, et on s’intéresse a la convergence
de la suite des v.a. S,. Commencons par un exemple tres simple.

Exemple: On suppose que (X, n € N) est une suite de v.a. Gaussiennes indépendantes,
X, de loi N(0,02). Pour m < n, on sait que S, — Sp, a pour loi N'(0, X0 ., 02), et on
vérifie aisément que si la série }"3° 02 diverge, alors S, ne converge pas probabilité.
Voyons la réciproque en supposant maintenant que la série 35° 02 converge. La suite
(X,,n € N) est une suite orthogonale dans L?(2,P), ce qui montre que la suite de
sommes partielles converge dans L?, et donc en probabilité. Comme la somme partielle
Sn a pour loi N (0,7 02), la v.a. limite suit une loi Gaussienne de loi A/(0, 39° 07).
En fait, les résultats qui vont suivrent montrent qu’on a également convergence p.s.

On commence par étudier le cas ou les variables X sont symétriques, c’est-a-dire que
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X, et —X; ont la méme loi. L’étude repose sur une inégalité tres utile die a Paul
Lévy.

Lemme. (Inégalité de Lévy) Si les variables X; sont symétriques, alors pour tout
entier n et tout réel x > 0:

P(max 5] > x) < 2P(|Su| > @)

1<j<n

Preuve: La démonstration repose sur un argument de réflexion. Pour chaque en-
tier j > 0, on note SY) la suite des sommes partielles associée & la suite de v.a.
indépendantes X,,---, X;, =X, ---. L’hypothese de symétrie garantie que les suites
(Sp,m €N) et (SY),n € N) ont la méme loi.

Soit N = inf{k : |Sk| > z}, avec la convention inf() = co; ainsi {max;<j<n |Sk| >
xz} ={N < n}. Il est évident que pour tout entier j < n, les événements {N = j} et
{N® = j} coincident, ot on a noté N = inf{k : |S¥)| > z}. En conséquence,

n

P(|Su| > 2) = D P(ISa] > 2, N =35) = Y P(ISY| > 2, N = ).
j=1

D’autre part, on a 25; = S, + S,(Lj) des que j < n, et d’apres I'inégalité triangulaire,
2|S;] < |Su] + [SY)]. 1l en découle que {|S;| > 2} C {|S,s| >z} U {|SY| > z}. On a
donc

P(N <n) = Z (|Sj| >z, N = j)
< Y P(Si > 2N =j) + Y P(SP| > o, N = j) = 2B(|S,| > ).
Jj=1 j=1
L’inégalité de Lévy est donc établie. [ |

Corollaire. Si (S,,n € N) est la suite des sommes partielles d’une suite de v.a.
symétriques indépendantes, alors S, converge p.s. si et seulement si S, converge en
probabilité.

Preuve: Supposons que S,, converge en probabilité; on note S, la limite. Pour tout
entier n > 0, il existe un entier N(n) tel que P(|Sew — Snmy| > 1/n) < n 2 En
appliquant 'inégalité de Lévy, on tire

IF’( Sup |Seo — Sn(n |>1/n> < 2n7?
k>N(n)

Ceci montre que

Z]P’( sup |[Seo —SN(n|>1/n) < o0,

1 k>N(n)

et d’apres le lemme de Borel-Cantelli, supys y() [Seo — Sn(m)| < 1/n sauf pour au
plus un nombre fini d’entiers n, p.s. En réfléchissant un peu, on voit que ceci prouve
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que limg o0 [Seo — Sk| = 0 p.s., autrement dit la convergence p.s. est établie. La
réciproque est évidente. [ |

Une technique classique pour passer d’une suite de v.a. indépendantes non-symétrique
(Xn,n € N) a une suite de v.a. symétrique indépendantes consiste & munir chaque
X,, d’un signe aléatoire €, ou (g,,n € N) est une suite dite de Rademacher, i.e. suite
de v.a. indépendantes et équidistribuées sur {—1,+1}. Il est facile de vérifier que si
les suites (e, € N) et (X,,n € N) sont indépendantes, alors la suite (¢,X,,n € N)
est une suite de v.a. symétriques indépendantes.

En fait, le résultat sur la somme de variables aléatoires symétriques indépendantes
reste vrai sans I’hypotheése de symétrie, ce qui est a priori assez surprenant.

Théoreme. Si S,, converge en probabilité, alors S, converge également p.s.

La preuve de ce théoreme difficile repose sur un lemme technique, qui va remplacer
I'inégalité de Lévy dans le cas symétrique.

Lemme. Soient (U,,n=1,---,N) et (Vo,n=1,---,N), deux suites finies de v.a.
positives telles que pour chaque n < N, V,, est indépendant de (Uy,, Upy1,--+,Un). On
a alors pour tout x > 0

lP’( max (Un—Vn)>x) 2( min P(Vn<x)) le’( max Un>2x>.

n=1,, n=1,-, n=1,-,

Preuve: On observe tout d’abord que

P( max_ (U, —V,) > a:)

n=1,-,

n=1,--,N

> Pl U {Va<zU, >2s}
n=1,-,N
> P( U {Vn<xaUn>2$aUn+1§2$,---,UN§23C})

N
= ZIP’(Vn <x,Up >2x,Upyy <2x,---, Uy < 21) .
n=1
Grace a I'indépendance, on tire

= PV, <2)P(U, >2x,Upy1 <2x,--+, Uy < 2x)

\Y,

N
( min_P(V, <x)> X Y P(U, > 22,Upiq < 22,---, Uy < 22)

n=1
= ( rrl1inN]P’(Vn < x)) x P ( U {U,>22,Up41 <2z,---,Uy < 2:5})
n=5 n=1,--,N

P(V, <x)) xIP’( max_ U, >2:L'> .

n=L1,-,
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Preuve du théoréme: Soit S la limite des S, (en probabilité). On sait qu’il existe
une suite extraite Sy qui converge vers S p.s. (ici, A : N — N est une certaine
application strictement croissante). Pour chaque entier k, il existe un unique entier
q tel que A(g —1) < k < A(qg), et on pose a(k) = A(¢ — 1). L’application « est
croissante sur N. On introduit

Ue=15=5kl » Vi=1Swm =Sl » Wi=I[5=Sawl-

Par construction, on sait que Wy — 0 p.s. et V4 — 0 en probabilité (critere de
Cauchy). De plus, pour chaque k fixé, la v.a. Vj est indépendante de (U, Ugy1,- - ).

Fixons ¢ > 0 arbitrairement petit. Puisque W, > U, — Vi, on a d’apres le lemme
précédent que pour tous les entiers M, N avec M < N

—1
]P’( max Uy, > 2x> < IP’( max (U, —V,) > a:) ( 7minNIP’(Vn < ac))

=M,-, n=M,,N =M,

-1

< ]P’( max Wn>x> ( min _P(V, <a:)) :
n=M,---,N n=M,-,N

Fixons ¢ > 0. Puisque V;, — 0 en probabilité, on peut trouver un entier M, tel que

P(V, < z) >1—¢ dés que n > M,.

Puisque W}, — 0 p.s., on peut trouver un entier M, tel que P (max,—p,... n Wy, > ) <

€ pour tout M; < M < N.

En conséquence, pour M > My + M;

IP( maxNUn>2x) <e(l—e)t, VN> M,

n=M,-,

et donc également, en faisant tendre d’abord N vers oo puis M vers oo

P (limsup U, > Zx) <e(l—g)t.
n—oo

Comme ¢ et z sont arbitraires, on a bien limsup,_,. U, = 0 p.s., ce qui termine la

preuve du théoreme. [ |

Lemme. Supposons que les v.a. X, sont centrées et admettent toutes un moment
d’ordre 2, i.e. EB(X,) = 0 et E(X2) < co. Alors S, converge dans L*(Q),P) si et
seulement si la série des moyennes quadratiques converge, >0 | B(X2) < oo. Dans
ce cas, la convergence a lieu p.s. également, et la limite, Sy, est une v.a. centrée
dont la variance vaut 350 | E(X?2).

Preuve: La suite (X,,n € N) est une suite orthogonale dans L?. La série converge
dans L? ssi 3" || X,||2 < 0o. Si c’est le cas, la convergence a encore lieu en probabilité;
il ne reste qu’a appliquer le théoréme précédent. [ |

39



Exemples: @ On prend X,, = ¢,n~!, avec (¢,,n € N) une suite de v.a. de Rademacher

(suite de v.a. & valeurs dans {—1,1} équidistribuées et indépendantes). La série
o 1 | Xn| diverge p.s. alors que la série Y °>° | X,, converge p.s. (semi-convergence).

e Plus généralement, on prend une suite (Y,,n € N) de v.a. indépendantes, et une
suite de Rademacher (g,,n € N) comme ci-dessus, indépendante de la suite (Y,,n €
N). Si %, E(Y,?) < oo, alors la série }2° , €,Y,, converge p.s. et dans L*(P)
(en effet, la suite des X,, = ¢,Y,, est une suite de v.a. centrées indépendantes, et
E(X?) = E(Y,?). Exercice: Montrer un résultat analogue quand on remplace la suite

de Rademacher par une suite de v.a. normales indépendantes.

Théoréme des trois séries (Kolmogorov). Posons Y, = X, si | X,| < 1 et
Y, = 0 sinon. Pour que la suite S,, converge p.s., il faut et il suffit que les trois séries
sutvantes converges:

SP(IXa|>1) E(Y,) , > Var(Y,).
n=1 n=1 n=1

Preuve: On ne montrera que la partie la plus facile (la plus intéressante en pratique,
aussi).

Comme > P(Y, # X,) = X P(|X, > 1) < oo, on sait d’apres le lemme de
Borel-Cantelli que p.s., X,(w) = Y,(w) sauf pour au plus un nombre fini d’entiers.
Les séries Y- X, (w) et Y. Y,(w) sont donc p.s. de méme nature. La suite des v.a.
(Y, —E(Y,),n € N) est une suite de v.a. centrées indépendantes. On applique le
lemme précédent, de sorte que la série Y (Y, — E(Y;)) converge p.s. Comme la série
des moyennes Y E(Y,) converge également, la série 3 Y, converge p.s. [ |

5.4 La loi des grands nombres

Pour ne pas passer trop de temps sur des questions techniques un peu délicates, on
admettra que si Px est une loi de probabilité sur R, on peut construire un espace de
probabilités adéquat et une suite de v.a. Xi,---, X, -- indépendantes et toutes de
loi Px, et on s’intéresse a la convergence de la suite au sens de Césaro. Il est un cas
simple dans lequel une telle construction est explicite.

Construction de Lebesgue d’une suite de v.a. de Bernoulli independantes:
On prend (2, F) = (|0,1), B) et P = mesure de Lebesgue. On écrit w € Q) sous forme
dyadique, w = >7°; X;,(w)2™™ (suivant la convention usuelle, I’écriture ol tous les
X, (w) valent 1 & partir d’un certain rang est exclue).. Alors la suite (X,,n=1,---)
est une suite de v.a. indépendantes, chacune suit une loi de Bernoulli de parametre
1/2. En effet, si on se donne une suite finie (z1,---,x,) de 0 et 1 et si on pose
Y= z;2779, alors {X; = z1,---, X, = x,} = [y,y +2 "] et donc

P(Xi=xz1, -, Xy =1,) = 27" = [[P(X; = ;).
j=1

La loi des grands nombres a été découverte par Jacques Bernoulli, précisément pour

40



une suite de v.a. de Bernoulli indépendantes. C’est I'un des résultats les plus impor-
tants de la théorie des probabilités.

Théoréme (Loi des Grands Nombres) (i) Si E(|.X|) < oo, E(X) = p, alors

X+ 1+ X,
lim = U

n—o n

presque sirement.
(ii) Si E(|X|) = oo, alors la suite (n (X1 + -+ X,,),n=1,---,) diverge p.s.

Preuve: (i) Nous ne démontrerons ici la loi que sous 'hypothése plus restrictive que
X admet un moment d’ordre 2. Nous reviendrons sur le cas général plus tard.

Tout d’abord, en considérant séparément la partie positive de X, et sa partie négative,
on remarque qu’il suffit de démontrer le résultat pour des v.a. positives, ce qu’on
suppose désormais.

On note S(n) = (X; +---+ X,). On a E(S(n)) = nu et Var(S(n)) = nVar(X). En
particulier,

Var(n™*(S(n*) — n*p) = n~*Var(X).
D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
P(jn~*S(n*) — pu| > 1/n) < n~?Var(X).

On déduit que la série °°  P(jn"*S(n*) — u| > 1/n) converge. D’apres le lemme de
Borel-Cantelli, on a donc presque-siirement

In"*S(n*) —p| < 1/n  sauf pour un nombre fini d’entiers n.

Fixons un aléas w pour lequel I’événement ci-dessus est réalisé et prenons n suffisament
grand. Pour tout entier k tel que n* < k < (n + 1)*, on a donc (puisque la suite
(Sj,7=1,---,) est croissante)

n+1 n—+1

n

FIS() < nts(n+ 1)) = ( )4(n+1)-45((n+1>4>s( )4(u+1/n)-

4
Comme ("T“) tend vers 1 quand n — oo, on a donc établi que pour cet aléas w

limsupk~'S(k) < p.

k—00

De méme, on a

n
n+1

S0 > ()5 = () )80Y) 2 () (- 1/m).

n+1

4
Comme (HLH) tend vers 1 quand n — oo, on a donc établi que pour cet aléas w

limsupk™'S(k) > pu.

k—00

En conclusion, on a bien pour presque tout w: limy_,o k7'S(k) = p.
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(ii) On a déja vu dans le chapitre précédent que si les v.a. Xj, -+, X, - sont
indépendantes et de méme loi et que E(|X|) = oo, alors p.s., limsup,,_, ., n7|X,| = oo.
Dans ces conditions, la suite des moyennes de Césaro ne peut pas converger. [ |

On fait souvent référence au théoreme comme la loi forte des grands nombres. Une
conséquence immédiate du théoréme est que sous les hypotheses (i), la suite n='S(n)
converge en probabilités vers la moyenne p. On parle ce dernier cas de loi faible des
grands nombres, par opposition a la loi forte.

La loi des grands nombres justifie I'interprétation fréquentielle de la notion de prob-
abilité. Typiquement, on réalise un grand nombre d’expériences dans des conditions
identiques, dont le résultat dépend de ’aléas (exemple, durée de vie d’'une ampoule
électrique > 1000 heures). On note X,, = 1 si la n-iéme expérience réussit, X, = 0
sinon. La suite Xq,---,X,,--- est une suite de v.a. de Bernoulli indépendantes, de
moyenne E(X) = P(X = 1). La fréquence de succes de l’expérience converge donc
p.s. vers la probabilité de succes.

Exemple des nombres normaux. On dit qu’un nombre reél est 2-normal si, quand
on écrit sa décomposition dyadique, la proportion de zéros dans son écriture jusqu’a
Pordre n converge vers 1/2 quand n — oco. D’apres la loi des grands nombres, quand
on tire un réel w € [0, 1] au hasard suivant la mesure de Lebesgue, on obtient p.s. un
nombre normal. Idem avec des nombres b-normaux quand on utilise la base b (b > 2
entier). Presque tous les réels sont b-normaux pour tout b; mais concrétement, on ne
connait pas d’exemple de tels nombres.

5.5 Meéthodes de Monte-Carlo

a) Méthode simple

La loi des grands nombres permet le calcul approché de certaines intégrales par une
approche probabiliste, la méthode de Monte-Carlo. Typiquement, supposons que nous
souhaitions estimer une integrale du type

1= [ e@f@d,

olt f:R?Y — [0,00) est la densité d’une mesure de probabilité sur R?, et ¢ : RY — R
une fonction dans L*(R?, f(x))dz.

On remarque tout d’abord que I = E(¢p(X)), ot X désigne une v.a. de loi Px(dz) =
f(z)dz. Si on sait simuler une suite Xi,---, X, -- de v.a. indépendantes toutes de
méme loi que X, on peut appliquer la loi des grands nombres pour obtenir I’estimation
suivante:

P(X0) +++9(Xn)

I~ 1, =
Voici I’énoncé précis.
Corollaire. Sous les hypothéses précédentes, I,, converge p.s. vers I.

Preuve: La suite des v.a. ¢(X1), -+, ¢(Xy), - est i.id. et E(p(X)) = [ p(z) f(x)dz.
|
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Par rapport aux méthodes déterministes (e.g. méthode des trapezes), la méthode
de Monte Carlo présente plusieurs avantages: Tout d’abord, quand on a obtenu une
approximation I, au bout de n étapes, le calcul pour passer a ’approximation a 1’ordre
n + 1 est tres simple (et utilise le résultat a 'ordre n), puisque

nIn + (,O(Xn—i—l)
n+1 ’

]n—i—l -

En revanche, dans beaucoup de méthodes deterministes, on choisit d’abord 'ordre de
précision souhaité pour déterminer le nombre de pas d’approximation. Si on change
I’ordre de précision, il faut tout recommencer. Ensuite, travailler en grandes dimen-
sions ne fait pas croitre la complexité des calculs qui sont souvent en puissance de la
dimension pour les méthodes déterministes. Enfin, on peut travailler sans hypothese
de régularité sur les fonctions f et .

Pour ce qui est des inconvénients, le premier vient de la difficulté qu’il y a a générer
des suite de v.a. indépendentes (& partir d’un rang trés grand, les algorithmes ont
tendance a fournir des v.a. trop corrélées). En second lieu, il faudrait connaitre une
estimation de ’erreur commise au rang n, information que ne fournit pas la loi des
grands nombres (cf. suite du cours et théoréme central limite); en régle générale, la
vitesse de convergence est de I'ordre de 1/4/n, ce qui n’est pas trés rapide en dimension
1.

b) Méthode avec rejet

La méthode du rejet est une procédure simple qui permet de générer une suite de v.a.
indépendantes de méme loi, a partir d’une suite de v.a. i.i.d. donnée, (X,,n € N), et
d’une suite indépendente de v.a. uniformes. Voici des hypothéses précises:

Soit (X,,n € N) une suite de v.a. réelles indépendantes, toutes de loi Px(dz) =
f(z)dz. Soit (U,,n € N) une suite de v.a. indépendantes, toutes de loi uniforme sur
[0, 1], indépendante de la suite (X,,n € N). Soit enfin g : R — [0, 00[ une densité
de probabilité sur R telle que pour tout x € R, g(z)/f(x) < ¢ pour une certaine
constante ¢ > 1.

Pour chaque entier k, on pose

(1 sl < g(X0)/F(X)
By = {0 ‘ sinonk. )

Il est immédiat que la suite By, -- -, B, - - - est une suite de Bernoulli avec

P(B=1) = /O:o Cic((g;))f(x)dx = %

Puis on pose

il découle facilement de la loi des grands nombres que N(n) ~ cn. Enfin, on considére
les via. Y1 = Xnq), -, Yy = Xy, - 1l est également facile de vérifier que la loi
de Y est Py, (dz) = g(z)dz. En effet, E(o(Y7)) vaut

E (Z SO(Xk)1Bo=0,---,Bk_1=0,Bk=1)

k=0
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= )E <(p(Xk)l{g(Xk)/f(Xk)>cUk}) (1—1/c)*
k=0

= c/oo (/Og(m)/Cf(m) du) o(x)f(x)dx = /_o:o dzo(z)g(z) .

—0o0

Enfin, il est aisé de voir que la suite Y7, -+, Y}, - - - est une suite de v.a. i.i.d. On déduit
donc de la méthode de Monte-Carlo usuelle le résultat d’approximation suivant; dont
on donnera une preuve directe

Corollaire. Sous les hypothéses précédentes, on a pour toute ¢ € L*(R, g(z)dx):

o0

Ay
k=1

n—00 n — 00

Preuve: Les v.a. (@(Xk)lg(xk)@(/kf(xk), k=1,-- ) sont i.i.d., et pour x # 0

o0 g x - o0
B <o) = [ oo 2 fade = ¢ [~ olalgtais
Il ne reste qu’a appliquer la loi des grands nombres. [ |

On notera que l'erreur croit avec le nombre ¢, et qu’on aura donc intéret a le choisir
le plus petit possible.

5.6 Grandes déviations pour un jeu de pile ou face
(*)

On se donne Xi,---, X, - une suite de v.a. indépendantes de méme loi y, dont la
somme partielle est notée S,, = X;+---+ X,,. On supposera toujours que E|X|) < oc.
La loi (faible) des grands nombres assure que si m > E(X), alors P(S,, > mn) — 0 (de
méme, pour m < E(X), la limite vaut alors 1). On s’intéresse a la vitesse a laquelle
a lieu la convergence; c¢’est ce qu’on appelle un probleme de grandes déviations (de la
moyenne empirique par rapport a la moyenne mathématique). Nous allons présenter
un résultat permettant de minorer la vitesse de convergence dans la loi des grands
nombres pour les sommes de v.a. indépendantes de méme loi, qui admettent des
moments exponentiels. Donnons tout d’abord quelques définitions.

Soit x une loi de probabilité sur R. On appelle cumulant de p la fonction A, : R —
(—00, 00| donnée par
Au(N) = log (E(e™)) |

avec la convention log oo = oo.
Lemme. A, est une fonction conveze.

Preuve: La convexité découle de 1'inégalité de Holder. |
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On supposera dorénavant que A, est finie sur R.

Proposition. Supposons que le cumulant A, est fini sur Ry. Soient Xy, ---, X, ---
une suite de v.a. indépendantes, toutes de loi . Posons enfin S, = X7 +---+ X,,.

Pour tout m € R, on a

" log (P (S, > mn) > sup{hm — Au()) : A€ R, }.

Preuve: Pour tout A € R,, on a
E (exp{AS,}) = E (e)‘Xl - -e)‘X") =E (e)‘Xl) - E (e)‘X”) = exp{nA,()\)}.
En appliquant I'inégalité de Markov, il vient
P(S, > mn) < e ™K (e)‘S") = e M exp{nA,(\)}.

En passant au logarithme, on tire
-1
— logP (S, > mn) > mA—A,(N);

ce qui entraine le lemme. [ |

La fonction m — sup{Am — A,(A) : A € R} s’appelle la transformée de Legendre de
p, on la note souvent A7. On remarquera que c’est une fonction a valeurs positive
(prendre A = 0), convexe (enveloppe supérieure de fonctions linéaires) et semi-continue
inférieurement (idem). De plus, si m > E(X7), alors A%(m) > 0 (car E(X;) est la
dérivée de A, en 0). Autrement dit, quand m > E(X,), le terme de gauche dans la
proposition précédente décroit au moins exponentiellement vite.

Une question bien plus délicate est de savoir si la vitesse de décroissance est la bonne,
c’est-a-sire savoir si on a une minoration du méme type. Nous allons maintenant
étudier cette question dans le cas simple ol u est une loi de Bernoulli, i.e. S,, corre-
spond a un jeu de pile ou face. Le probleme général a été résolu par Cramer, sous méme
hypothese que dans la proposition précédente, i.e. finitude des moments exponentiels.
Nous énoncerons donc une forme faible du théoreme de Cramer; la démonstration con-
tient cependant les idées principales qui sont nécéssaires pour traiter le cas général.

On désignera par Gx(s) = 1 — (1 — s)p (s > 0), la fonction génératrice de la loi
de Bernoulli de parameétre p €]0,1[. On remarquera que A,(\) = logGx(e*). En
appliquant la proposition précédente, on tire immédiatement le lemme suivant:

Lemme. Pour tout m € [p, 1], on a

—1
— logP(S,, > mn) > sup (mlogs—logGx(s)) .
n >0

Pour obtenir une minoration, on a recours a l'idée clef de la théorie des grandes
déviations, qui consiste a travailler sous une loi de probabilité équivalente a P sous
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laquelle les v.a. X seront toujours indépendantes, mais cette fois de moyenne m (au
lieu de p), puis & appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. La densité de la
nouvelle mesure de probabilité a toujours une expression exponentielle.
Proposition. Soient s > 0 et n > 1 un entier.

(i) La v.a. s°» exp{—nlogGx(s)} est positive et d’intégrale 1.

(ii) Soit P®) la mesure de probabilité sur (Q, F) de densité

dP(s)
¥ s°m exp{—nlogGx(s)}.
Sous P®) | les v.a. Xy,---,X, sont des v.a. de Bernoulli indépendantes, toutes de

parametre p®) = psexp{—log Gx(s)}.

Preuve: (i) est évident.

(ii) Soient €1, - - -, &, une suite de n termes dans {0,1}. On a

P (X, =¢€1,--, X =¢,)
(VB (55 Xy =y, X, = 2,)
= exp{—nlogGx(s)}s' Tt P(X; =¢1)---P(X,, = &,)
= (exp{—1logGx(s)}s'P(X; =¢€1)) - (exp{—logGx(s)}s"P(X, =¢&,)) -

= exp{—nlogGx

Comme
exp{—1og Gx(5)}s"P(X = 0) + exp{—log Gx(s)}s'P(X =1) = 1,

notre assertion en découle. [ ]

Lemme. Sim € [p, 1], la fonction s — mlogs — logGx(s) atteint son supremum

pour s = spm = T > 1. On a encore pexp{—log Gx(sm)}sm = m.

Preuve: Pour la premiere assertion, il suffit de dériver. Le supremum est atteint
lorsque

m p

s 1—(1=9)p’
ce qui donne les expressions souhaitées pour s,,. [ |
En particulier, on sait désormais que sous P¢»), la suite X7, - --, X,, est une suite de

v.a. de Bernoulli indépendantes, toutes de moyenne m. On énonce maintenant la
majoration.

Lemme. Pour tout m € [p, 1], on a

-1
limsup — log P (S,, > mn) < mlogs,, —log Gx(sm) -

n—00 n
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Preuve: Prenons € > 0 assez petit pour que m + 2¢ < 1. Soit Q™*¢) la probabilité
P®) pour s = 8y, (voir le lemme précédent). Nous avons

P (S, >mn) = Qm* (875" exp{nlog Gx(smie)}, Sn > mn)

m+e

> s;LﬁJrS)" exp{nlog GX(sm+5)}Q(m+5) (mn < S, < (m+ 2¢)n).

Nous savons que sous Q™*¢) les v.a. X7, ---, X, sont indépendantes et suivent toutes
une loi de Bernoulli de parametre m + ¢. En conséquence, sous Q™12 S, suit une
loi binomiale de parameétres (n, m + ¢), en particulier sa moyenne est (m + ¢)n et sa
variance n((m + ¢) — (m +¢)?). D’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

QU (mn < Sy < (m+2e)n) = 1-Q™ (S, —n(m+e)| > en)
o _nltm+e) = (m+e)’)
Z - £2n2 )

Le terme de droite tend vers 1 quand n tend vers co. On a donc

—1
limsup — logP (S, > mn) < (m+¢€)log smie —logGx(spm +¢€) .

n—o0 n

Quand on fait tendre € vers 0, s,,1. converge vers s,,, et le lemme est démontré. M

En conclusion, nous avons obtenu le résultat de grandes déviations suivant:

Proposition Pour tout m € [p, 1], on a

-1
lim —logP (S, > mn) =sup (mlogs —logGx(s)) .

n—oo n, >0

Plus précisément, le point en lequel la fonction s — mlogs — log Gx(s) atteint son

supremum est 8 = S, = %.

On remarquera que la restriction sur ’ensemble sur lequel m varie n’en est pas une
en pratique.
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Chapitre 6

Convergence en loi

On introduit un nouveau concept de convergence pour une suite de v.a., qui ne dépend
cette fois que de la loi de chacune de ces v.a.

6.1 Convergence d’une suite de mesures

Soient fi1,- -, fin, - - - une suite de mesures de Radon sur R? (ou, plus généralement,
sur un espace topologique localement compact). On a deux notions naturelles de
convergence:

Définitions. Soit p une mesure de Radon sur R?. On s’intéresse auz fonctions
mesurables f : R? — [0, 00| pour lesquelles on a

(1) L @um(dz) » [ f(@)u(ds).

(1) On dit que p, converge étroitement vers y si (1) est vérifié pour toute fonction
f continue bornée.

(2) On dit que p, converge vaguement vers p si (T) est vérifié pour toute fonction
f continue a support compact.

Dans les deux cas, la limite est bien sir unique.

Exemple: Soit (x,, : n € N) une suite de réels, et prenons pour y, = d,. Si z, — z,
alors pu, converge étroitement vers la masse de Dirac en z, J,. Réciproquement,
supposons que u, converge étroitement vers une mesure p. Alors nécéssairement, p
est une mesure de probabilité. Posons f(t) = arctan(t) + 7/2. On sait que f(x,) va
converger vers u(f) € [0,27]. On ne pourrait avoir u(f) = 0 que si z, tendait vers
—00. Mais dans ce cas on aurait p(g) = 0 pour tout fonction g continue a support
compact, ce qui est impossible. Donc p(f) # 0, et on montre de méme que pu(f) # .
Il existe un unique réel z tel que u(f) = f(z), et on voit alors en composant avec la
fonction continue tan que x, converge vers .

On a évidemment (cv. étroite) = (cv. vague), et la réciproque peut étre fausse. Par
exemple, si on prend p, = §, (masse de Dirac en n, alors y, tend vers 0 vaguement,
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mais pas étroitement. Néanmoins, les deux notions coincident en fait si ’on rajoute
une hypothése supplémentaire.

Proposition. Soit (i1, : n € N) une suite de mesure finies sur R?, et u une mesure
finie sur R?. Pour que p, converge étroitement vers u, il faut et il suffit que p,
converge vaguement vers p et que i, (RY) — p(R?) (convergence des masses).

Preuve: Si on a convergence étroite, alors u,(R?) = [ 1p,(dz) — [ 1u(dz) = p(R?),
et donc la convergence des masses est assurée.

Pour la réciproque, soit f > 0 une fonction continue bornée et € > 0 fixé. On peut
supposer que |f| < 1. Comme p est une mesure finie, il existe une fonction ¢ continue
A support compact avec 0 < ¢ < 1 et [ p(x)u(dz) > u(R?) — /5. On déduit qu’il
existe donc un entier N tel que [ ©(z)py(dz) > 1, (R4) —e/4 dés que n > N. D’autre
part, la fonction fy est continue et a support compact; on sait donc trouver un entier
M tel que

‘/90 T) pin (d) — /QD dac)‘<e/2 des que n > M.

On a alors pour tout n > M + N

[ H@yum(e) - / f(x)u(dx)\

< ‘/w(x)f(x /90 ) pin (d)
+| [ (- e@) @) + \ [ (1= el @m(d)
< §+/ (1= p(@)m(dz) + [ (1= p(e))u(da)
€
< 5 + Z + Z = €
Ceci montre qu’on a convergence étroite. [ |

6.2 Convergence en loi d’une suite de v.a.

On va utiliser les notions précédentes dans le cas ou les mesures u, sont des lois de
probabilité, i.e. représentent des lois de variables aléatoires.

Définition. On dit qu’une suite de v.a. X1, ---,X,,- converge en loi vers une v.a.
X si les mesures de probabilites Px, convergent étroitement vers Px. Autrement dit,
pour toute fonction continue bornée f:

E(f(Xn) = E(f(X)) -

En appliquant le résultat du paragraphe précédent, on voit qu’il suffit d’avoir la con-
vergence vague (la convergence des masses est automatique).

\Y iav Y
Tout d’abord, on compare la convergence en loi avec les autres types de convergence
pour des suites de v.a.
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Proposition. 57 Xy, -, X, - est une suite de v.a; qui converge en probabilité vers
une v.a. X (en particulier, si la convergence a lieu dans L*(Q,P), ou p.s.), alors X,
converge également vers X en loi.

Preuve: On sait que de toute sous-suite, on peut extraire une sous-sous-suite qui
converge p.s. vers X. En appliquant le théoréme de convergence dominée (|f(X,)|
reste dominé par supg | f(z)| < 00), on voit que E(f(X,)) — E(f(X)) le long de cette
sous-sous-suite. Comme ce résultat est valable pour toute suite extraite, on a bien

limy, o E(f(X,,)) = E(f(X)). m

La réciproque est bien stir fausse (si Xi,---, X, -- est une suite de v.a. i.i.d., par
exemple de Bernoulli, il est facile de vérifier que X,, ne converge pas en probabilités,
puisque le critéere de Cauchy ne peut pas étre vérifié). Cependant, on a une réciproque
tres partielle qu’on laisse en exercice:

Exercice: Montrer que si une suite de v.a. définies sur un méme espace probabilisé
converge en loi vers une constante p.s., alors la convergence a également lieu en prob-
abilités.

6.3 Cas des v.a. a valeurs entieres

Etudions la convergence en loi pour des v.a. entieres, ou les résultats sont tres simples.

Proposition. Soient X, Xy,---,X,, -+ des v.a. a valeurs dans N. Les assertions
sutvantes sont équivalentes:

(i) X, converge vers X en loi.

(i1) Pour chaque k € N, on a lim, ,,, P(X,, = k) =P(X = k).

(111) Gx, converge simplement vers Gx sur [0,1] (comme d’habitude, Gy est la fonctin
génératrice de Y ).

Preuve: (i) = (ii) Prendre pour f une fonction continue qui vaut 1 sur en k et 0 pour
les autres entiers.

(ii) = (i) Soit f une fonction continue & support compact, disons dans [0, N]. On a

(ii) = (iii) Méme argument que ci-dessus en ajoutant la convergence dominée.

(iii) = (ii) On rappelle un résultat classique sur la convergence des fonctions holo-
morphes. Soit (h, : n € N) une suite de fonctions holomorphes sur le disque unité,
telle que pour chaque n, les coefficients de h,, dans son expression comme série entiere
sont tous positifs. Si h, converge simplement sur [0, 1], alors h, converge également
simplement sur tout le disque unité, et la limite A est une fonction holomorphe sur le
disque. De plus, pour tout entier k, la dérivée k-ieme de h, converge simplement vers
la dérivée k-ieme de h (sur le disque unité ouvert).
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Appliquons ceci a h, = Gx,. La dérivée k-ieme de h,, au point 0 est k! x P(X,, = k),
et donc on a (ii). |

6.4 Convergence en loi et fonctions de répartition

On va ensuite étudier la convergence en loi des v.a. réelles a 1'aide de leurs fonctions
de répartition Fx,. On dira qu'un réel x est un point de continuité d’une fonction
de répartition Fix si Fx(z) = Fx(z—), et que c’est un point de discontinuité sinon.
Autrement dit, x est une point de discontinuité pour F'x si et seulement si la loi de
X, Px, a un atome en z.

Proposition Soient X1, --, X, - - - une suite de v.a. réelles, de fonctions de répartition
Fx . Soit Fx la fonction de répartition d’une v.a. réelle X. Les assertions suivantes
sont équivalentes:

(1) X, converge en loi vers X.
(2) Si x est un point de continuité de Fx, alors lim,_,., Fx, () = Fx(z).

Preuve: (1) = (2) Pour tout € > 0, il existe une fonction ¢, : R — [0, 1] continue
telle que ¢ (1) =1sit <z et @ (t) =0sit>x+e. On a alors d'une part
Tim Blp. (X)) = B(g. (X)) <P(X <a+2) = Fx(z+e).
Or E(¢. (X)) > P(X,, < z) = Fx,(z), et donc limsup,_, Fx,(z) < Fx(z +¢).
Comme ¢ > 0 peut étre arbitrairement petit et que Fx est continue a droite, on
déduit que
limsup Fy, (z) < Fx(z).
n—oo
Pour établir I'inégalité réciproque, on prend une fonction continue v, : R — [0, 1] telle
que Y(t) =1sit <z —cet(t) =0sit>x. Comme précédemment, on tire cette
fois dans un premier temps

lim B (X)) = B (X)) 2 B(X <o -¢) = Fx(z—e),

puis liminf, ,o Fx,(z) > Fx(z —¢). Comme, par hypothese, Fx(z—) = Fx(z) et
e > 0 peut étre pris arbitrairement petit, on a finalement

hr{I_ﬂglfFXn(x) > Fx(z).

(2) = (1) Supposons d’abord que f : R — R est une fonction de classe C' & support
compact. En particulier, sa dérivée f’ est bornée et a un support compact. A aide
du Théoréme de Fubini (c’est-a-dire dans ce cas d’une intégration par parties), on a

BU) = [ Pt ([ r@ds) = [T 0= Fo ) Fs)ds,

L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction croissante est au plus dénombrable,
donc de mesure de Lebesgue nulle. On sait que hors de ces points, 1 — Fx, converge
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vers 1 — F'x, en restant bien évidemment borné par 1. D’autre part, la mesure (posi-
tive) | f'(s)|ds a clairement une masse totale finie. On déduit par convergence dominée
que

o
Im E(/(X) = [ (1= Fx(s)) f'(s)ds = E(f(X)).
Voyons comment traiter maintenant le cas ol f est une fonction continue a support
compact, mais plus nécessairement dérivable. Pour tout £ > 0, on sait trouver une
fonction g de classe C* & support compact, telle que | f(¢)—g(t)| < £/4 pour tout ¢t € R
(pour cela, on peut par exemple prendre la convolée de f avec une approximation de
l'unité de classe C! & support compact). D’autre part, on sait trouver un entier N tel
que |E(g(X,))—E(¢9(X))| <e/2des que n > N. En conséquence, pourvu que n > N,
on a:

< E(f(Xn) = 9(Xn)]) + E(g9(Xa) — (X)) [+ E([f(X) — g(X)])
< Z-i—g-i—% = €.

Ceci établit la convergence vague de X,, vers X, donc en fait la convergence en loi. B

Pour conclure cette section, nous allons présenter (une forme simple d’) un résultat
remarquable de représentation dii a Skorohod.

Corollaire Soient X1,... une suite de variables aléatoires réelles qui converge en loi
vers une variable aléatoire X . Il existe alors des variables Y1, ... et Y, telles que pour
chaque indice n, X, et'Y, ont la méme loi, avec lim,,_, Y, = Y, presque-surement.

Preuve: Pour simplifier, nous allons supposer que les fonctions de répartition F;,
de X, et Fy, de X, sont des bijections de R dans ]0,1[ (i.e. ce sont des fonctions
continues et strictement croissantes). La démonstration peut étre adaptée au cas
général au prix de quelques difficultés techniques.

Soit F, ! la fonction réciproque de F),, et F.;! celle de F,. Introduisons une variable
U de loi uniforme sur [0,1]. On a vu (cf simulation de variables aléatoires) que
F,}(U) := Y, est une variable aléatoire de méme loi que X,. L’hypothese que X,
converge en loi vers X, assure que F;, converge simplement vers F,, et il en découle
que F;' converge simplement vers F_'. On voit maintenant que Y, converge presque

siirement (en fait sauf quand U prend la valeur 0 ou 1) vers Y, = F2'(U). n

6.5 Fonctions Caractéristiques

L’objet de cette longue section est d’introduire la notion de fonction caractéristique
d’une variable aléatoire (c’est la version probabiliste de la transformée de Fourier
d’une mesure), afin d’en donner une application a la convergence en loi.
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6.5.1 Définition et exemples

Dans tout cette section, X désigne une v.a. & valeurs dans R? et Px sa loi, c’est-a-dire
que Px est une mesure de probabilité sur R?.

Définition. L’application ®x : R* — C donnée par
(I)X()\) = E(ei<)"X)) = /Rd ei<’\"‘>PX(dx)

s’appelle la fonction caractéristique de X.

Autrement dit, la fonction caractéristique d’une variable aléatoire est la transformée
de Fourier de sa loi.

Exemples fondamentaux: On se concentre sur la dimension d = 1.

e Si Px est la loi uniforme U sur [a, b],

1

Py(A) = b=

(elb)\ _ ela)\) .

e Si Px est la loi exponentielle de parametre ¢ > 0, Pe(dz) = ge™%"1;>01dx, alors

q
qg—i\’

Do (N) :/0 ge” Pe?dr =

e Lorsque Py est la loi de Cauchy standard, Pg(dx) = %(1 + %)~ 'dx, on applique
le théoréme des résidus a la fonction méromorphe z — (1 + 2%)~!e"*?, dont 'unique
pole dans le demi-plan supérieur est 1, avec résidu (21) e *. On déduit facilement
en intégrant sur un grand demi-cercle centré en 0 et en appliquant le théoreme des

résidus que
1 foo
do(N) = —/ (1422 dr = e, A>0.

T J—0

Par symétrie, on voit que ®c(\) = ®c(—N), et donc, pour A € R de signe quelconque,
on a ®¢(A) = e M. A titre d’exercice, on pourra vérifier cette formule en utilisant la
transformée de Fourier inverse.

e Si Px est la loi normale standard A (0, 1), alors

1 oo 3:2 .
Dro,(A) = \/—2_’7‘(‘/—00 exp {—E}GIMCM

est a valeurs réelles (par symétrie). Une dérivation sous le signe somme donne

1 e .’L‘2 iAr
Dyo,)(A) = E/_ool$exp{—3}eA dz .

A Paide d’une intégration par parties (dériver z — €'** et intégrer x — ze™ "/ %), on
obtient

1 00 I
‘I’jv(o,n()\) = —\/—Q—ﬂ /OO/\GXP{—E}e‘A”dx = —A®p0,1)(A).
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La résolution de cette équation différentielle donne log |®aro,1)(A)] = —A%/2 + c.
Comme ®,r(0,1)(0) = 1, on conclut que

Puro,)(A) = eXP{—)\Q/?} :

e Plus généralement, on peut utiliser la representation ¥ = o0 X + m pour Y de loi
N (m, o?) en fonction d’une variable normale standard X afin d’obtenir

@ pr(m,o2)(A) = exp {i)\m - 02/\2/2} .

6.5.2 Principales propriétés des fonctions caractéristiques

Voyons d’abord quelque propriétés élémentaires:
e On a toujours &x(0) = 1.

e La fonction caractéristique prend ses valeurs dans le disque unitié, i.e. |Px(N)| <1
pour tout A € R?. En effet, |E (eiO"X)) | < ]E(\eio"X)D = 1.

e La fonction caractéristique est continue sur R?. C’est une conséquence immédiate
de la continuité de I’application A — €»# pour chaque z € R%, et du théoréme de
convergence dominée.

e Lorsque la loi Px est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue,
i.e. Px(dr) = g(x)dr, ot ¢ : R? — [0,00] est une fonction mesurable telle que
Jra g(z)dx = 1, alors ®x est la transformée de Fourier de la fonction g. En particulier,
d’apres le théoreme de Riemann Lebesgue, on sait que ®x tend vers 0 a 'infini.

Comme son nom l'indique, la fonction caractéristique caractérise la loi de X. Voici
une fagon d’établir ce résultat (pour simplifier les arguments, nous supposerons dans
la suite de la variable X est a valeurs entieres.

Lemme. Soit f: R — R une fonction continue a support compact. On a
00 [es) .
E(f(X)) = (2r) *lim ( / e”‘“e“"“(I)X()\)d)\) f(z)dz.
a —o0 —00
En conséquence, deux variables aléatoires réelles, X etY, ont méme loi si et seulement
st (I>X = (I)y.
Preuve: Si Px = Py, on a en particulier pour tout A € R¢
Bx()) = / ¢ Py (d) = / 0D P (dr) = By()).
Rd Rd
Pour la réciproque, on va pour supposer pour simplifier que la dimension est d = 1.

Le cas des dimensions supérieures est similaire, mais avec des notations plus lourdes.
On remarque d’abord que

/oo ei/\ze—al)\|d/\ _ 1 n 1 _ 2a -
—o a—1r a-4+1ix a? + 12

On a donc

20, 00 .
___“  p — / p / iAy-a)g—alA .
/R @+ (y — 2)2 x (dy) R % (dy) . dXe e
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puis en appliquant le théoreme de Fubini

2a e8] i —a
femrg =) = [ e e

Considérons ensuite une fonction continue f a support compact. En appliquant le
théoreme de Fubini et un changement de variable, on tire

[ 16 (L sy =aptetan) i = [ ([ sto—anZ ) pxca).

Quand on fait tendre a vers 0, le terme entre parentheses dans le membre de droite
converge vers 27 f(y) en restant dominé par 27||f||- En appliquant le théoréme de
convergence dominée, on voit donc que

o

o /R F(y)Px(dy) = lim ( / o:o eme“w@x()\)d)\) Flz)da .

a—0 J_o0

Le terme de droite est une fonction de f et de ®x, et donc ®x caractérise bien la loi
Px. [ |

Voici un corollaire utile de la formule du Lemme précédent.

Corollaire. Si ®x est une fonction intégrable pour la mesure de Lebesque, alors la
loi de X est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque et admet une
densité continue qui est donnée par la formule d’inversion de Fourier

1 oo
Px(dr)/dz = 5= / NPy (\)dA,  z€R.

Preuve: 11 suffit d’appliquer le théoreme de convergence dominée dans la formule du

lemme précédent. [ |
Lemme. Soient Xq,---, Xy sont d variables aléatoires a valeurs réelles, posons X =
(X1,--+,Xq). Les v.a. Xi,---, Xy sont indépendantes si et seulement si pour tout

A=y, ) ERY, ona

q)X(/\) = I:II(I)X’@()\”) .

Preuve: Si les v.a. X1q,---, X, sont indépendantes, alors
. d d .
E (elO"X)) =E (exp {i Z )\an}> = H E (el’\nxn) )
n=1 n=1

Réciproquement, on suppose que l'identité précédente est vérifiée, et on considere
Y1, -+, Yy, d v.a. indépendantes, avec X,, de méme loi que Y,, pour chaque n (les Y,
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peuvent étre construites sur un espace produit). Posons Y = (Yi,---,Y;). D’apres
la premiere partie, X et Y ont méme fonction caractéristique, donc méme loi. En
conséquence, pour tout pavé borélien B = B; X --- X By, on a

P(X,€ By, --,Xs€B;y) = P(Xe€B)
= P(YeB)=P(Y,€B,,---,Y,€ By)

= ﬁP(YREBn) = ﬁP(XnEBn) :

n=1

Corollaire. Si X1,---, X, sont n v.a. réelles indépendantes, et s1 S = X1 +---+ X,
alors
[s(A) = @x,(A) x - x Px, (), A eR.

Exemples e Si C; et Cy sont deux v.a. de Cauchy standard indépendantes, alors
By roy(N) = e PN e = 72N = eI = Py (N) .

Comme la fonction caractéristique détermine la loi, on a donc montré que la somme
de deux v.a. de Cauchy indépendantes a méme loi que deux fois une v.a. de Cauchy
standard.

e Si X a pour loi N(m,c?) et X a pour loi N(m',0"), avec X et X' indépendantes,
alors X + X' a pour loi a pour loi N'(m + m/, 02 + 0'2).

Il est également important de comprendre ce résultat en terme de convolution. Si p
et v sont deux mesures finies sur R (voire, sur R?) on rappelle que la mesure convolée
m * v est définie par la formule

(1) [ fousvi@t) = [ [ fa+yuldmvdy),

oll f désigne une fonction borélienne bornée générique. En prenant f(¢) = ' dans
(t) et en appliquant le théoréme de Fubini, on tire que la transformée de Fourier de
la mesure finie p * v est le produit des transformées de Fourier de p et de v.

Si on suppose maintenant que p et v sont des mesures de probabilités, i.e. deux lois
de v.a. réelles. La mesure produit 4 ® v sur R X R est donc la loi de deux v.a.
indépendantes, X et Y, de loi respectives p et v. La formule (1) montre que p* v est
donc la loi de la somme X 4 Y, et on retrouve ainsi le corollaire. On peut bien siir
itérer le procédé. On retiendra le résultat suivant:

Proposition. Soient Xq,---,X,, n-v.a. réelles indépendantes de lois respectives
Px,,---,Px,. La loi de X; + ---+ X,, est le produit de convolution Px, *---* Px, .
6.5.3 Application au calcul des moments

On suppose dans cette partie que la dimension est d = 1. La fonction caractéristique
d’une v.a. X permet de calculer tres facilement les moments de X, pourvu qu’ils
existent.
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Proposition. Supposons que X admet un moment d’ordre n € N. Alors ®x est de

classe C" et _
"E(X"e?) = @M (\),  AeR.

Preuve: Nous allons prouver la formule pour n = 1; le cas général en découle par
récurrence. On remarque tout d’abord que pour tout t € R

|sin(t)] < |t|] , 1—-cos(t) =2sin?(t/2) <2A#* < 2|t].

On a pour tout A € R

Ox(Ate) —ex(N) _ é(M) Py (d) = /R<ei”—1> o Py (dr)

9 9 9

On divise par ¢. L'intégrand dans le terme de droite est dominé par 3|z| et converge
vers iz quand € — 0. On applique le théoreme de convergence dominée pour obtenir
la formule

E(Xe*Y) = —id()).

L’application A — ze'** est continue pour chaque z, et est dominée par |z| indépendament
de A. Par convergence dominée, on a

iz

lim | 2e?*Px(dz) = /Rxei)‘o‘”PX(dx),

A—=Ao JR

ce qui établit la continuité de ®'y. |

N.B. On se gardera de croire que si ®x admet une dérivée d’ordre n a l’origine, alors
E(X") =@ )?)(O); il existe des v.a. dont la fonction caractéristique est continument
dérivable, et qui n’ont pas de moment d’ordre 1. Par exemple, supposons que

dx

Px(dz) = Cl\l‘\>1w:

ol ¢ est la constante de normalisation. D’une part, on sait que [%_ |z|Px(dz) = oo
(intégrale de Bertrand). D’autre part, par symétrie, on a

1—®x(e) :c/

|z[>1

dz
z2logz

(1 - ei”) _dr = 2c /1OO (1 — cos(ex))

|z[? log ||
En effectuant le changement de variables ez = ¢, on trouve

dt
2 (logt + log(1/¢)) ’

el (1= By (e)) = 20/:0(1 — cos(t))

et le terme de droite tend vers 0 quand € — 0.

Utilisons cette méthode pour calculer les moments d’une variable N de loi N (0,1).
La fonction caractéristique de la loi normale admet le développement en série entiere

)\2} o ( v)’“ 1
e
2 —\"2) &
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En identifiant les coefficients de cette série en terme des dérivées successives en zéro,
il vient que E (N 2’““) = 0 (les moments d’ordre impairs sont tous nuls, ce qu’on peut

voir directement par symétrie), et les moments d’ordre pairs sont donnés par
(2k)!

]E(NQ’“) = Tﬂ.

6.5.4 Convergence en loi et fonctions caractéristiques

On présente enfin un résultat extremement utile (qui a motivé en grande partie cette
section) pour savoir si une suite de v.a. converge en loi, et déterminer sa limite. On
rappelle qu’on note ®y la fonction caractéristique d’une v.a. Y.

Théoréme. On considére comme a l’accoutumée une suite de v.a. X, Xq,--+, Xy, -+
a valeurs dans R?. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) X,, converge en loi vers X.

(2) ®x, converge simplement vers P x.

Preuve: (1) = (2) Pour tout A € R%, la fonction z — ¢»® est continue et bornée.

On a donc
®x,(\) = E(eM¥)) - E(M) = ax()).

(2) = (1) Pour simplifier, nous allons supposer que la dimension est d = 1; le cas
général est similair, mais avec des notations plus lourdes. Supposons tout d’abord
que f est une fonction continue a support compact, dont la transformée de Fourier
FN) = [ e f(x)dz est dans L(R). On sait par Fourier inverse que

f@) = en)7 [T e fydr,

—0oQ

On a donc en appliquant le théoréme de Fubini (justifié)

E(f(X) = @n E([ ™)

~

— (n)! /_ ZE(e_“X”) FVdr = (2n)! /_ ‘: Oy (—A\) FA)dN.

Par hypothése, on sait que ®x,(—A) converge vers ®x(—A) pour chaque A. D’autre
part, |®x, (—A)| < 1 pour tout A € R. Comme f est intégrable, le théoreme de
convergence dominée s’applique, et on tire

(+) lim E(f(X.) == (2m)" [~ @x(=)f()dA = E(f(X)).

n—oQ

Ensuite on remarque que la condition f € L'(R) est satisfaite pour toute fonction
f de classe C? & support compact. En effet, la transformée de Fourier de f" est
/\Qf()\) (intégration par parties), et on sait que c’est une fonction bornée. On a donc
F(A) = O(A\2) A Vinfini, et comme f est elle aussi bornée, c’est bien une fonction
intégrable. Ainsi, on sait que (*) est vérifié pour toute fonction f de classe C? &
support compact.
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Maintenant, si f est juste une fonction continue a support compact, on sait trouver
pour chaque £ > 0 une fonction ¢ = ¢, de classe C? & support compact telle que
|f(t) —g(t)| < /5 pour tout ¢ € R (comme dans la section précedente, il suffit par
exemple de prendre pour g la convolée de f avec une approximation de 'unité de
classe C? & support compact). On peut répéter le méme argument que dans la preuve
de la proposition sur les fonctions de répartitions pour voir qu’il existe un entier N
tel que
E(f(Xa) —E(f(X)) <e  désquen>N.

La preuve du théoreme est complete. [ |

Une difficulté possible quand on cherche a appliquer le théoreme que nous venons
de voir, est que l'on doit savoir a priori que la limite des fonctions génératrices @,
est elle aussi une fonction caractéristique (¢a n’a rien d’automatique). Il y a bien un
théoreme de Bernstein qui donne une condition nécéssaire et suffisante pour qu’une
fonction soit la fonction caractéristique d’une loi de probabilité, mais elle n’est pas
toujours facile a vérifier. On admettra le critere suivant tres simple:

Critere de Lévy. Si pour chaque entier n, ®,, est la fonction caractéristique d’une
loi de probabilité sur RY, et si ®, converge simplement vers une fonction ® continue
en 0, alors ® est la fonction caractéristique d’une loi de probabilité sur R?.

Autrement dit, si on sait que la suite des fonctions caractéristiques ®x, converge
simplement vers une fonction ® continue en 0, alors X,, converge en loi vers une v.a.
X dont la fonction caractéristique est P.

6.6 Compactité relative et théoreme de Prohorov
()

Le probleme qui va nous intéresser maintenant est de savoir si étant donnée une
famille de variables aléatoires (X; : 7 € I) & valeurs dans R?, il est possible d’extraire
de n’importe quelle suite issue de cette famille, une sous-suite qui converge en loi.
Dans ce cas, on dira que la suite est relativement compacte (pour la convergence en
loi).

Montrons d’abord sur un exemple simple que ce n’est pas toujours le cas. Prenons
I = Nen X,, = n. Pour toute fonction f € Cy (continue et tendant vers 0 & 'infini),
on a E(f(X,)) = f(n) — 0, et on voit ainsi qu’il est impossible d’extraire une sous-
suite qui converge en loi. La raison intuitive est que ‘la masse est partie a U'infini’. Le
résultat principal de cette section est que si ce phénomeéne de perte de masse a 1’infini
n’est pas possible pour la famille (X; : ¢ € I), alors elle est relativement compact, et
réciproquement. On introduit d’abord la notion de tension.

Définition. Soient (u; : i € I) une famille de lois de probabilités sur RS. On dit que
cette famille est tendue si

lim sup p; ({xERd s |zl >M}) =0,
el

M—oo 4
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c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que

pi({z e R, ||z|| > M}) < ¢ pour tout i € I.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat clef.

Théoréme de Prohorov. Une famille de mesures de probabilités sur R¢ est rela-
tivement compacte (pour la convergence étroite) si et seulement si elle est tendue.

Preuve. Partie directe. Supposons que (y; : i € I) est relativement compacte mais
pas tendue. Il existe donc un réel € > 0 tel que pour tout entier n, on peut trouver
un indice ¢ = i, pour lequel y; (||z|| > n) > e. Puisque (y; : ¢ € I) est relativement
compacte, on peut extraire de la suite (u;, : n > 0) une sous-suite notée (v, : n > 0)
qui converge étroitement vers une mesure de probabilité v sur R?. On a bien sir
vn(||z|| > n) > € pour tout n. Il est facile de construire une suite (fx : £ € N) de
fonctions continues bornées par 1, telles que fi(z) = 1 si ||z]| < k et fy(x) = 0 si
l|z|| > £+ 1. On a alors pour tout k

vzl < k) < [ Sulevlda) = Jim [ fulen(de) < 1-c.

n—oo

On fait tendre k vers I'infini et on obtient #(R?) < 1 — ¢, d’ou contradiction.

Partie réciproque. On ne fera la démonstration que pour la dimension d = 1. 1l
n’est pas tres difficile d’adapter I'idée en dimension supérieure, mais les notations
deviennent plus lourdes. On suppose que (p; : ¢ € I) est tendue, et on prend une suite
notée par abus (u, : n € N) dans cette famille; elle est bien sir tendue elle aussi. On
désigne par F;, la fonction de répartion de p,, de sorte que u,(dx) = dF,(z).

Pour chaque nombre rationnel ¢, la suite (F,(q) : n € N) est a valeurs dans [0, 1]; on
peut donc en extraire une sous-suite qui converge. Comme Q est dénombrable, le
procédé d’extraction diagonal fournit une sous-suite notée (G, : n € N) qui converge
en tout point rationnel vers une limite G : Q — [0, 1]. Il est clair que G est croissante.

Posons pour tout z € R
F(z) = inf{G(q) : € Qet g >x}.

Il est clair que F' : R — [0, 1] est une fonction croissante, continue a droite. Par un
argument de monotonie, on voit que si z’' < z < z”, alors

limsup Gy (2') < F(z) < liminf G, (2"),

n—o0

de sorte que lim,,_, o, G, () = F(z) dés que F est continue au point z. Le fait que la
suite des mesures (u, : n € N) soit tendue dit que pour tout € > 0, on peut trouver x
assez grand tel que

Fo.(—xz)<e et 1—F,(z)<e pour tout 7.

Il en découle que lim, ,o, F'(—z) = 0 et limy,1 — F(z) = 0; autrement dit F
est la fonction de répartition de la mesure de probabilité dF. On a vu que G, ()
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converge vers F'(x) en tout point de continuité z de F', et ainsi la suite des mesure de
probabilités (dG,, : n € N) qui est extraite de (u, : n € N) converge étroitement vers
dF. |
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Chapitre 7

Autour du Théoreme Central
Limite

7.1 Retour sur la loi faible des grands nombres

Nous allons tout d’abord établir la loi faible des grands nombres (i.e. pour la con-
vergence en probabilité, et non pas pour la convergence presque siire) sous la seule
hypothése de finitude du moment d’ordre 1. Rappelons ce dont il s’agit:

Loi faible des grands nombres. On se donne Xi,---,X,,--- une suite de v.a.
réelles i.i.d., avec E(|X]) < oco; on note S, = X1 + -+ + X, la somme partielle au
rang n. Alors S,/n converge en probabilité vers la moyenne E(X) =m € R.

Preuve: Etablissons d’abord la stratégie. Pour cela, on sait qu’il suffit de montrer la
convergence en loi (puisque la limite est une constante). A cette fin, on va calculer
la fonction caractéristique de S,/n et vérifier qu’elle converge bien vers la fonction
caractéristique de la constante m.

Notons ®x (A\) = E (ei)‘X) (A € R) la fonction caractéristique de X. Comme les v.a.
X1, -+, X, sont indépendantes et toutes de méme loi que X, la fonction caractéristique
de S,, est g = @%. On a donc

B, /n(A) = E(eM5/m) = dg, (A/n) = Bx(M\/n)".

On veut étudier le comportement du terme de droite quand n — oo. Pour cela, on le
ré-écrit comme (1 — (1 — ®x(A/n)))", et on se souvient de ce que

Ox(0) =1 , @%(0) =iEX).
On sait donc que 1 — ®x(A/n) ~ —iAE(X)/n quand n — oco. Il en découle que
log ®g,/n(A) = nlog (1 — (1 —®x(A/n))) ~ iAE(X).
En prenant ’exponentielle, on tire finalement,
B, /n(A) ~ M)

Or le terme de droite est la fonction caractéristique de la v.a. constante E(X); c’est
précisement ce qu’on cherchait a établir. [ |
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C’est cette méme idée qui va servir a établir un résultat du second ordre pour la
moyenne de Césaro, le théoreme central limite.

7.2 Le théoréme central limite unidimensionel

Le théoréme central limite est I'un des (si ce n’est le) résultats les plus importants
de la théorie des probabilités. De facon informelle, ce théoréme donne une estimation
tres précise de ’erreur qu’on commet en approchant la moyenne mathématique par
la moyenne empirique (i.e. la moyenne de Césaro).

Il a d’abord été observé par Gauss, qui ’appelait la loi des erreurs; mais ce dernier n’en
a pas donné de démonstration rigoureuse. La preuve en a été apportée par Moivre et
Laplace, le théoreme porte parfois leurs noms. La dénomination actuelle est apparue
vers 1950 (en anglais: central limit theorem, ce qu’on a parfois traduit a tort par ”le
théoréme de la limite centrale”).

Théoreme Central Limite. Soient Xy,---, X, -+ une suite de v.a. réelles i.i.d.,
avec BE(X?) < oco. On note S, = X1 + --- + X, la somme partielle au rang n,
m = E(X) la moyenne et 0? = Var(X) = E(X?) — m?. Alors
lim Sy, — nE(X)
n—00 \/ﬁ

ot on a noté N'(0,0?%) la loi de Gauss centrée et de variance o
densité

= N(0,0%) en loi,

2 d.e. laloi sur R de

1 x?
eXp{ ——— b .
\V2mo? P 202

Preuve: On va adopter la méme approche que dans la preuve de la loi faible des
grands nombres, mais au second ordre au lieu du premier ordre. Quitte a remplacer
X par X —m, on peut supposer que E(X) = 0.

Rappelons que la fonction caractéristique de S,/y/n est donnée par

q’sn/\/ﬁ(/\) = @X()‘/\/ﬁ)" .

D’autre part, comme X a un moment d’ordre 2, sa fonction caractéristique est de
classe C?, et son developpement de Taylor & 1'origine est donné par

Bx(\) = 1+ APy (0) + A;cpg'((o) +o()2).

Le fait que E(X) = 0 et E(X?) = o? entraine que @ (0) = 0 et ®%(0) = —o?.
Autrement dit, on a

o2 \?

dx(N\) = 1— +0o(X?), (A—=0).

Il en découle que pour chaque A € R fixé

o2 )\? o2 )\?
2n ) T2

(n — o0),

logx(\vi) ~
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et donc, en passant a I’exponentielle

o?)\?
g,/ m(A) ~ exp{— 5 } .

Le terme de droite est la fonction caractéristique de la loi N'(0, 0?), et le théoréme est
établi. [

On observera que les conditions d’application du théoreme central limite sont plus
restrictives que celles pour la loi des grands nombres (finitude du moment d’ordre 2
pour le premier, et seulement du moment d’ordre 1 pour le premier). Bien sur, les
conclusions du théoremes peuvent étre mises en défaut si les hypothéses ne sont pas
remplies. Par r exemple, si Xy, ... sont des variables indépendantes toutes de loi de
Cauchy standard, alors la moyenne empirique (X; + --- 4+ X,,)/n est elle aussi une
variable de Cauchy pour tous les indices n.

Voici un exemple d’application amusant: nous allons démontrer la formule de Stirling
a I’aide du théoreme central limite. Prenons pour X une loi de Poisson de parametre 1,
de sorte que S, suit une loi de Poisson de parameétre n (puisque la fonction génératrice
de la loi de Poisson de parametre n est s — e~"(17%)). Rappelons que la moyenne de X
est 1, ainsi que sa variance. Posons T;, = (S, — n) /y/n et notons N une v.a. normale
standard. On sait donc d’apres le théoreme central limite et la caractérisation de la
convergence en loi en terme des fonctions de répartition que pour tout z > 0

(1) T}LI&P(J) <T,) =Px<N).
D’autre part, on a pour tout entier n d’apres I'inégalité de Bienaymé-Chebytchev
1
Pz <T,) = P(S,—n>avn) < —Var(S,) = 272
ne

Comme [3°(1 A z7?)dx < oo, nous sommes en droit d’appliquer le théoréeme de con-
vergence dominée dans (t), ce qui donne

E(T}) = / P(z < T,)dz — / P(z < N)dz = E(N*),
0 0
ol on a noté ™ la partie positive de z. Le terme de droite vaut

1
rexp{—2?/2}dr = —(—.

Quant au terme de gauche, on peut I’écrire comme

o0

_ n’ j—n) e ™ [ n’ nj“]
e " — = — lim _ - —
SAUA) = G [t

En remettant les pieces en place, on a donc démontré la formule de Stirling
e "n"\/n 1
n! Vor
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7.3 Vitesse de convergence dans le théoreme cen-
tral limite (x)

Nous allons maintenant nous pencher sur la vitesse de convergence dans le théoreme
central limite, c’est-a-dire étudier la vitesse a laquelle E[f((S, — nm)/y/n)] approche
E[f(N(0,0?))] pour une fonction f assez réguliere. Nous allons prendre des hy-
potheses plus fortes que précédemment, ce qui nous permettra de donner des ar-
guments tres simples.

Proposition. Soit X, ---, X, une suite de v.a. réelles i.i.d. On suppose que
E(|X]?) < 0co. On note E(X) =m et 0> =E(X?), T, = (X1 + -+ X, —mn) /V/n,
et N une v.a. de loi N'(0,0?).

Soit f : R — R une fonction de classe C3, dont la dérivée troisiéme est bornée,i.e.
|f"(x)| < ¢ pour tout x € R. On a alors

E(f(Tn) — E(f(N)) = O(1/v/n).

Preuve: Sans perdre de généralité, on supposera que m = 0. On introduit une suite
de Ny,---, Ny, --- de va. i.id. deloi N'(0,07) et on pose T, = (Ny + - - -+ N,,) /v/n,
de sorte que pour chaque n, T, a encore pour loi N(0, c?).

Pour chaque k£ =1,---,n, on considere
i Xi+-+Xp+Nepr +--+ N,
T = ,
Vn
Th o _ X1+ o+ Xp1 + Ngn+---+ Ny,
n - .

Vn

On cherche donc a estimer
B (f(Tn) — E(f(T0))|
S e (1) - B (ss)

n—1
< Y E(S@H - ST+ HTH ~ FTE)] -
k=0
Pour évaluer chaque différence, on écrit le développement de Taylor de f au point ij,
en notant que T = TF + X, /\/n et TF =Tk + N, //n:
. o X 1 e Xk
Tk . Tk — ! Tk: k. o Tk k. Rk
FI) = 1@ = £(T0) e+ (T) () + R

2
FE = p(a) = () Sk g (@) (D) 4 R

La clef consiste a observer que T,’f est indépendant de N, et de Xj, et que, par
hypothese, ces deux dernieres v.a. ont la méme moyenne et la méme variance. Quand
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on prend l’espérance, tout s’annule sauf les restes, E (Rfl) et E (R’i) Or

RS < 1" oo XelPn™®2 et |RE| < [ £ ool Ni[*n /2.

Au bout du compte, on a donc

‘E(f(Tn)) —E (f(Tn))‘ < cnz n*3/2 — Cn71/2 '

k=0

7.4 Variables gaussiennes multi-dimensionnelles

On rappelle que la loi de Gauss de moyenne m € R et de variance o? > 0 a pour

densité ( )2
1 r—m
e —_— z € R.
oV 2 Xp{ 202 }

Il est commode de convenir qu’une masse de Dirac d,, est une loi de Gauss de moyenne
m et de variance nulle.

On considere une v.a. X = (XM ... X@) j valeurs dans RY. On dit que X est
un vecteur gaussien si toute combinaison linéaire de ses coordonnées (c’est-a-dire
AX) = A0XO 4 XDX@D pour A = (A .-. AD) € RY) suit une loi de
Gauss. Par exemple, un vecteur aléatoire dont les coordonnées sont des variables
gaussiennes indépendantes est un vecteur gaussien (car une combinaison linéaire de
varibales aléatoires gaussiennes indépendantes suit encore une loi gaussienne.

Bien siir, si X = (X ..., X@) est guassien, chaque coordonnée X (@ est une v.a.
gaussienne réelle; mais on fera bien attention qu’a 'inverse cette derniére condition
n’est pas suffisante pour assurer que X est un vecteur gaussien. Par exemple, si N
est une variable aléatoire réelle de loi A'(0, 1) et € une variable indépendante de loi de
Bernoulli, P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2, il est facile de vérifier que e N suit encore la
loi N (0,1). En revanche, le couple (N,eN) n’est pas gaussien (par exemple, on voit
que P(N +eN =0) =1/2.

Définition. (Vecteur moyenne, matrice de covariance) Soit X un vecteur gaussien
dans R*. Le vecteur m = (mM", -« m@) donné par mV) = E(XU)) s’appelle la
moyenne de X.

La matrice d X d donnée par
D = (Dy; = BXOXD) - EXDEXD) 4,5 =1,---d)
s’appelle la covariance, ou la matrice de dispersion.

On dira que X est centré si son vecteur moyenne m est nul. Il est immédiat de vérifier
que X — m est un vecteur gaussien centré, qui a la méme matrice de dispersion que
X. On montre sans peine que si X = (X(l), - ,X(d)) et Y = (Y(l), .. .,Y(d)) sont
deux vecteurs gaussiens indépendants, alors leur somme X + Y est encore un vecteur
gaussien, de moyenne la somme des vecteurs moyenne, et de matrice de dispersion la
somme des matrices de dispersion de X et Y.

On observe d’abord le résultat élémentaire suivant:
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Proposition. Pour tout A € R?, la v.a. réelle (\,X) a pour moyenne my = (\, m)
et pour variance os = (\, D).
En conséquence, D est une matrice symétrique positive, c’est-a-dire D = D! et
(A, D)) > 0 pour tout X € RC.

Preuve: Le fait que m, = (A, m) découle de la linéarité de 1’espérance.
On a
E((\, X)) = Z)\(i))\(j)E (X(i)X(j)) et (A, m)? = ZA(i)/\(j)E(X(i))IE(X(j)) ,
1,] 1]

d’oll on tire . _
E((\, X)) — (A, m)2 = S ADD,; ;00 = (A, D)) .

1

La seconde assertion est évidente. [ ]

Corollaire. La fonction caractéristique d’un vecteur gaussien X est donnée par
Ox(\) = exp{ilAm) — (A, DN/2},  AER.

En conséquence, la lot d’un vecteur gaussien est complétement déterminée par sa
moyenne et sa matrice de dispersion; on notera N (m, D).

Preuve: Pour chaque A € R?, on sait que (), X) est une v.a. gaussienne réelle de
moyenne m, et de variance 0. Sa fonction caractéristique est donc z — exp{izm, —
1?0%/2} (r € R). En prenant z = 1, on a donc d’apres la proposition précédente:

®x(A) = E(eM)) = exp {1(A,m) — (A, DA)/2} .

Nous allons maintenant montrer comment construire un vecteur gaussien de moyenne
et de covariance donnée.

Proposition. Soit m € R? un vecteur et D une matrice d x d symétrique positive.
Alors, il existe un vecteur gaussien d-dimensionnel de moyenne m et de matrice de
dispersion D.

Preuve: On sait construire d variables normales (standard) indépendantes, N(V), ... N,
On note N = (N M ... N (d)). D’autre part, toute matrice symétrique positive admet
une racine carrée, i.e. il existe une matrice symétrique C = (C; ;) telle que C-C = D.
Posons X = C - N + m. Pour tout A € R?, on a alors grace a la symétrie de C

LX) = (CAN) + (A, m).

Comme toute combinaison de v.a. normales indépendantes est une v.a. gaussienne,
on voit que X est un vecteur gaussien. La moyenne de (A, X) est clairement (), m).
D’autre part, sa variance vaut

E ((C’A,N)Z) - ((Z C’i,j)\(i)N(j)) (Z Ck,g)\(k)N(Z))>

Y] kL
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= E Z Ci,j)\(i)N(j)Ck,g)\(k)N“)
%,7,k,¢
= Y Ci A0 A = (ON,C)\) = (A, D)),

.5,k

oil le passage & la dernire ligne vient de ce que E(NW N®)) = d;¢. Ceci montre que
X est bien un vecteur gaussien de moyenne m et de matrice de dispersion D. [ |

Corollaire. (Densité gaussienne) Soit m un vecteur quelconque de R? et D une
matrice symétrique d X d. Si le determinant de la matrice de dispersion, det(D)
est non nul, et si D! désigne l’inverse D, alors la loi gaussienne d-dimensionnelle
N (m, D) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, avec
pour densité

(27)=42 . det(D) exp {—%((z —m), D7 w—m))}

Preuve: On effectue un changement de variables dans la construction précédente. W

Corollaire. Soit X = (X(l),---,X(d)) un vecteur gaussien. Pour que les v.a.

XD oo X9 sojent indépendantes, il faut et il suffit que la matrice de dispersion
de X soit diagonale.

Preuve: La condition est trivialement nécessaire. Pour la réciproque, on utilise la
construction donnée dans la preuve de la proposition précédente si la matrice de
dispersion D est inversible, et on voit que la densité de la loi de X s’exprime comme
le produit des densités des marginales. Les coordonnées sont donc indépendantes.

Dans le cas général ou D n’est pas nécessairement inversible, on peut faire le méme
raisonnement avec la fonction caractéristique ®y. [ |

En particulier, si un couple (X, X') de v.a. réelles est gaussien, alors X et X' sont
indépendants si et seulement si E(XX') = E(X)E(X'). On se gardera bien de croire
que si individuellement X et X' sont des v.a. gaussiennes telles que E(XX') =
E(X)E(X"), alors X et X’ sont indépendantes. Pour qu’il en soit ainsi, il est nécessaire
que le couple (X, X') soit un vecteur gaussien, ce qui n’a rien d’automatique. Par
exemple, si on reprend ’exemple oit N est une variable aléatoire réelle de loi N'(0, 1)
et £ une variable indépendante de loi de Bernoulli, P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2, on
a E(NeN) = 0, mais les variables N et ¢ N ne sont pas indépendantes (bien sir, on a
vu que (N,eN) n’est pas un vecteur gaussien).

7.5 Le théoréme central limite multi-dimensionnel

Soit X = (X, ... X @) yne v.a. & valeurs dans R?. On suppose que E (|| X]|?) < oo.
On appelle le vecteur
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m= (mY, .. m@), mh =EX")

la moyenne de X. La matrice d x d, Dx = (D, ;) donnée par
D, = E(X(i)X(j)) — ]E(X(i))]E(X(j))

est appelée la matrice de covariance, ou de dispersion de X. Le méme calcul que dans
la premieére partie montre que D est une matrice symétrique positive. En conséquence,
il existe une unique loi sur R? qui soit gaussienne de moyenne nulle et de matrice de
dispersion Dj; on la notera N (0, D).

On sait d’apres le théoréme central limite uni-dimensionnel que pour chaque coor-
donnée j, si on se donne une suite de v.a. X ... , X ... indépendantes et de
méme loi que X, alors

NG

En revanche, le théoreme central limite uni-dimensionnel ne permet pas de con-
clure quant & la convergence des vecteurs aléatoires (convergence conjointe des co-
ordonnées). Ce point fait I’objet la version multidimensionnelle du théoréme central
limite:

— N(0,D; ;) (en loi).

Théoreme. Soient Xq,---, X, une suite de vecteurs indépendants, ayant tous la

meéme loi que X. Alors
Xi+--+X,—nm

/n

converge en loi quand n — oo vers N'(0, D).

Preuve: La preuve du théoreme central limite multidimensionnel est tres proche de
celle que nous avons donnée en dimension 1. Nous esquisserons donc juste les lignes
principales.

Premiere étape: Recentrage. Quitte a travailler avec X — m au lieu de X, on peut
supposer que X est centré, i.e. m = 0. Les coefficients de la matrices de dispersion
de X sont alors simplement donnés par D; ; = E (X ®X (j)).

Deuxieme étape: Estimation de la fonction caractéristique ®x de X. On écrit tout
d’abord '
Dy()) = /R @) py(dr),  AeR.

L’hypothese que X admet un moment d’ordre 2 nous permet de ‘dériver sous le signe

intégral’ et on obtient que
0*®x(N) NP
ZEXVN (1) 1. (4) pi{A2)
NG /Rx wl e Py (de).

D’une part, on voit aisément par convergence dominée que le terme de droite est
une fonction continue en A, autrement dit ®x est une fonction de classe C2. D’autre
part, la dérivée partielle seconde en A = 0 vaut —D, ;, autrement dit, la différentielle
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seconde de ®x en A = 0 est I'opposé de la matrice de dispersion D. On a donc le
développement de Taylor

x(N) = 1= 5 DY) +o(AP), (A= 0)

Troisieme étape: Calcul de la fonction caractéristique de S, /4/n. En notant S, =
X1+ -+ X, et en utilisant le fait que les X}, sont i.i.d., on tire

05, (A) = &x(N)" 1, Ds,ypm(d) = Ex(A/Vn)".

En utilisant 1’estimation précédente pour ®x, on déduit sans peine que

lim @,/ m() = exp {—%(/\,D)\)} VAER:.

n—00

Derniere étape: On sait que la matrice de dispersion est symétrique positive (méme
calcul que celui effectué dans la preuve de la premiére proposition). Ainsi, le terme
de droite dans la limite ci-dessus est bien la fonction caractéristique d’un vecteur
gaussien centré de matrice de covariance D. Il ne reste qu’a appliquer le critere de
convergence en loi avec les fonctions caractéristiques. [ |
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Chapitre 8

Quelques notions de Statistique

8.1 Introduction

Jusqu’a présent, nous avons beaucoup étudié dans ce cours des suites de variables
i.i.d. dont nous connaissions la loi. La théorie statistique s’intéresse au probléme
inverse: on observe une suite de valeurs dont on sait qu’elle est donnée par une suite
de variables aléatoires i.i.d. (on parle alors d’un échantillon) mais dont on ignore la
loi, et a partir de 1’échantillon, on voudrait soit estimer la loi inconnue, soit prendre
décider si on faut accepter ou rejeter une hyptohese la concernant.

La premiere question qu’il est naturel de se poser est de savoir si effectivement on peut
espérer obtenir des informations précises sur une loi de probabilité inconnue a 1’aide
d’un échantillon de cette loi. Le raffinement suivant de la loi des grands nombres nous
dit que c’est bien le cas.

Théoreme de Glivenko-Cantelli Soit X,... une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes, toutes de méme loi dont on notera F' la fonction de répartition.

On appelle fonction de répartition empirique de rang n > 1 la fonction aléatoire
en la variable réelle x donnée par

1 n
Fo@) = — > Lixi<a)-
k=1

Alors, avec probabilité un, la suite des fonctions F,, converge vers F, uniformément
sur R.

En conséquence, on voit que la mesure empirique
1 n
an(x) = — Z (5{Xk}(d:v) y
=1

qui est une mesure de probabilités aléatoire sur R, converge p.s. vers la loi dF' qui
nous intéresse.

Preuve: Pour simplifier, on n’établira que la convergence simple p.s. Soit A I’ensemble
des points de discontinuité de la fonction de répartition F'; on sait que A est au plus
dénombrable. On note D = A U Q, qui est lui aussi un ensemble dénombrable, et de
plus est dense dans R.
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Fixons d’abord x € D. Les variables aléatoires 1;x,<;} pour k = 1,... forment une
suite de variables indépendantes, toutes de loi de Bernoulli de parametre F'(z). La loi
forte des grands nombres énonce donc que p.s., on a lim,_, Fy,(z) = F(z). Comme
D est dénombrable, ’évenement

{F,(x) converge vers F(x) pour tout z € D}

a donc une probabilité un.

On travaille maintenant sur I’événement précédent et on considere y € R, un réel
arbitraire. Si y € D, il n’y a plus rien & démontrer. Sinon, on peut trouver une suite
croissante (yx, k € N) et une suite décroissante (y;, k € N) de réels dans D tels que
limy, = limy, = y. On a pour tout entier k fixé F,(y;) < F,(y) < F,(y,), ce qui
conduit en faisant d’abord tendre n vers l'infini a

F(y) < liminf F,(y) < limsup Fo(y) < F(y;).

n—oo

On fait ensuite tendre k vers oo pour déduire que

F(y—) <liminf F;,(y) < limsup F(y) < F(y).
n—0oo n—00
Comme on n’a supposé que y ¢ D, a fortiori y ¢ A, de sorte que F(y—) = F(y) et le
théoreme est démontré. [ |

La solution donnée par le Théoreme de Glivenko-Cantelli est tres générale dans la
mesure ou on n’a fait aucune hypotheése quant a la loi a estimer. Le prix a payer est
que pour que la fonction de répartition empirique F,, soit une ”bonne approximation”
de la fonction de répartition F', on a besoin concretement de prendre I'entier n grand
(ce qui se révele cotliteux).

En pratique, il arrive souvent que 1’on sache a priori que la loi cherchée appartient
a une certaine famille de lois de probabilités dépendant d’un parametre 0, ce qui
permet d’utiliser des approches bien plus efficaces. Donnons un exemple typique tres
simple. Une société voudrait commercialiser un nouveau produit. Avant de lancer
la fabrication, la société a besoin d’estimer la proportion 6 € [0, 1] de la population
susceptible d’acheter ce produit, et pour cela, elle commande un sondage. Supposons
pour simplifier qu’on choisit au hasard dans la population 1 000 individus a qui on
demande s’ils acheteront ce produit. On notera 1 pour la réponse ”oui” et 0 pour "non”
et X; la réponse de la i-eme personne interrogée. Pourvu que la population totale soit
tres supérieure a 1000, on peut supposer que la suite des réponses X, Xo, ..., X100
sont des variables i.i.d., toutes de loi de Bernoulli de parametre . Les variables
X1, ..., X000 forment un échantillon de taille 1000 de la loi de Bernoulli de parametre
f, parametre inconnu qui nous intéresse. Il est intuitivement évident qu’une bonne
estimation de 6 est donnée par la moyenne empirique (X; + --- + X,,)/1000. Bien
entendu, donner une estimation du parametre 6 ne suffit pas a la société qui voudrait
savoir si on peut avoir confiance en l’estimation donnée. L’institut de sondage doit
donner un "intervalle de confiance” dans lequel se trouve le vrai parametre 6 avec
un trés grande probabilité (souvent 0,95). Bien évidemment, la société demande un
intervalle de confiance le plus petit possible, dans lequel se trouve le vrai parametre
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avec une probabilité la plus grande possible, et pour cela il faut que la taille de
I’échantillon soit assez grande. De fagon plus prosaique, la société doit prendre la
décision de lancer la fabrication du produit si le parameétre # est plus grand qu’une
valeur minimale 6y; on doit donc tester 'hypothese 6 > 6, sans nécessairement avoir
a connaitre la valeur précise de 6.

Nous allons maintenant formaliser ce qui précede en introduisant les notions de base
de la théorie de I’estimation de parametre.

8.2 Estimation

(a) Premieres définitions

On considere un modele statistique, ¢’est-a-dire un espace €2 muni d’une tribu F, et
une famille de lois de probabilites (Fj),.qo- On appelle © I'espace des parametres.
Dans ce cours, on supposera toujours pour simplifier que © est une partie de R?. Par
exemple, on peut prendre © = [0, 1] et noter Py la loi de Bernoulli de parameétre 6, ou
© =]0, 00| et noter Py la loi exponentielle de parametre 1/6, c’est-a-dire de moyenne
6. Un troisitme exemple classique est celui du modele gaussien (réel pour simplifier)
qui correspond 4 © = R x R, et pour 0§ = (m, 0?), Py = N'(m,o?).

On appelle échantillon de taille n d’'une loi de probabilités P, une suite Xi,..., X,
de variables aléatoires indépendantes toutes de loi P. Enfin, un estimateur est une
application d a valeurs dans 1’espace des parametres © qui dépend de I’échantillon,
i.e. de la forme

d(Xq,...,Xn) -
On parlera d’estimateur sans biais lorsque
Ey(d(Xq,...,Xn)) =0
pour toutes les valeurs possibles du parametre # € O. Il est implicitement supposé
dans cette définition que les lois P admettent un moment d’ordre un fini.
Voyons deux premiers examples parmi les plus usuels d’estimateurs.
e Si I’échantillon est a valeurs réelles, la moyenne empirique

X+ X,
- n

Xn

est un estimateur classique de la moyenne. Il est immédiat que c’est estimateur sans
biais. C’est un estimateur consistant dans le sens ol, d’apres la loi forte des grands
nombres, on a

lim X, = Ey(X), Py —p.s.

n—oo

pour toute valeur du parametre pour laquelle la moyenne existe.

Lorsque les lois Py ont un moment d’ordre deux, le théoréme central limite permet de
préciser asymptotiquement ’erreur commise en estimant la moyenne par la moyenne
empirique de I’échantillon: on a sous la loi Py que

Vi (X, —m) “N(0,03),
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oll o7 désigne la variance sous la loi P;.

¢ Le maximum de vraisemblance: Supposons que le modele statistique est formé
de lois discretes (i.e. Py est une mesure de probabilités sur Z) et notons f(z | ) =
Py(X = z) pour z € Z. On appelle maximum de vraisemblance la fonction qui aux
entiers z1, ..., T, associe une valeur d(z1,...,z,) € O en laquelle la fonction

n

0 — Pg(X1:$1,...,Xn:$n) = Hf($k|0)

k=1

est maximale. On a une définition analogue lorsque les lois Py ont une densité f(- | )
par rapport a la mesure de Lebesgue.

Par exemple, quand on considere comme modele statistique la famille (Py, 0 € [0, 1])
des lois de Bernoulli, la moyenne empirique fournit un estimateur qui converge p.s.
vers la valeur du parametre § quand la taille de I’échantillon tend vers oo (loi des
grands nombres). Déterminons ensuite I’estimateur du maximum de vraisemblance
pour les valeurs z1,...,x, de ’échantillon. Si on note £ = z; + ... + x, le nombre
de valeurs 1 prises par 1’échantillon, on cherche donc & trouver la valeur 6 € [0,1]
pour laquelle §%(1 — #)" % est maximal. La dérivée en # de l’expression précédente
vaut k0¥~1(1 — 0)"* — (n — k)0*(1 — 9)"~*~!, et s’annule uniquement pour 6 = k/n.
On voit donc que dans cette situation, ’estimateur du maximum de vraisemblance
coincide avec la moyenne empirique.

(b) Risque quadratique

De facon informelle, on a interet a travailler avec les meilleurs estimateurs possibles.
Pour donner un sens précis, on évalue le risque quadratique d’un estimateur d par

R(d,0) = Ep ((d(X1-.., Xn) —0)%) .

C’est une fonction qui dépend du parametre; lorsque ’estimateur d est sans biais,
le risque quadratique coincide avec la variance de cet estimateur. Par exemple, le
risque quadratique pour la moyenne empirique dans le modele statistique des lois de
Bernoulli est
0 —6?

—.

R(X,,0) =

On voit que _dans ce cas, le risque quadratique est maximal pour § = 1/2 et que
maxgep,1] R(Xy,0) = 1/(4n). En particulier on peut réduire le risque quadratique en
augmentant la taille de I’échantillon.

Il est clair qu’il ne peut pas exister d’estimateur qui minimise le risque quadratique
pour toutes les valeurs possibles du parametre (’estimateur constant d(Xi, ..., X,) =
fy a un risque quadratique nul pour 6 = 6y, donc si on voulait minimiser le risque
pour toutes les valeurs du parametre, il faudrait un estimateur qui donne toujours la
valeur exacte du parametre, ce qui est impossible). Comme on cherche & minimiser le
risque indépendamment, du parametre, on est amené a introduire la notion suivante:
on dira que d est un estimateur minimaz si

max R(d,#) = minmaxR(J, )
9e6 9€6

ou le minimum est pris sur ’ensemble des estimateurs.
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Par exemple, si on cherche a estimer le parametre d’une loi de Bernoulli a partir
d’un échantillon de taille 1, on peut montrer (exercice) que l’estimateur minimax

est d(X) = 1X + i. Plus généralement, si on dispose d’un échantillon de taille n,

- 2
I’estimateur
X +...+X,+/n/4
d(X1,. . X)) = — /
n++/n

est minimax. On observera que cet estimateur a un biais et on pourra vérifier (exer-
cice) que son risque quadratique est constant.

(c) Intervalle de confiance

Considérons un vote avec un assez grand nombre d’électeurs. Quand le scrutin est clot,
on commence a dépouiller les bulletins, et assez vite on est en mesure de donner une
estimation du résultat final. En pratique, on ne donne pas une estimation numérique
(telle liste obtient 18 % des votes), mais une fourchette, ¢’est-a-dire un petit intervalle
dans lequel on estime que le pourcentage exact figure.

La taille de la fourchette dépend de la confiance qu’on souhaite avoir dans I’estimation.
Par exemple, on peut vouloir que la probabilité que le pourcentage exact d’une liste
soit bien dans la fourchette dépasse 0,95. L’aléas vient bien siur de la bonne ou
mauvaise répartition des bulletins dépouillés. Si par exemple sur 100 000 electeurs,
200 on votés pour la liste A, il est possible (mais trés improbable) que sur les 1000
premiers bulletins dépouillés figurent 100 de la liste A, auquel cas on attribura en
premiere estimation le pourcentage erroné de 10% a cette liste. La seule fagon d’étre
certain & 100% que le pourcentage exact figure bien dans une petite fourchette est
de dépouiller la quasi-totalité des bulletins, ce qui n’est pas intéressant si on est
impatient.

Quand on s’est fixé un niveau de confiance (par exemple 0,95), plus le nombre de
bulletins dépouillés est grand, plus les fourchettes sont étroites. On arrive a des
estimations tres précises bien avant d’avoir fini le dépouillement. Bien entendu, plus
on exige un haut le niveau de confiance, plus les fourchettes sont larges.

En statistique, on parle souvent d’intervalle de confiance au lieu de fourchette. Plus
précisément, considérons un modele statistique (Py,§ € ©), un échantillon de taille
n, X1,...,X,. On se donne un niveau de confiance 1 — o, ott a €]0, 1] represente la
probabilité de se tromper qu’on tolere. On appelle intervalle de confiance de niveau
1 — o un intervalle I (X7, ..., X,) = [a(X1, ..., Xn), b(X1, ..., X,)] tel que

Py0el(Xy,....,X,) >1—a  pourtout § € ©.

Bien siir, pour un échantillon de taille donnée, on souhaite avoir un niveau de confiance
haut et une taille de I'intervalle petite, et ces deux conditions sont antagonistes.

Concretement, pour trouver un intervalle de confiance, on part d’un estimateur
d(Xi,...,X,) et on cherche & mesurer I'erreur de cet estimateur pour déterminer
la taille d’un voisinage de d(X3,...,X,) qui donnera lintervalle de confiance au
niveau souhaité. Par exemple, considérons encore le modele de la loi de Bernoulli de
parametre 6 € [0, 1] et I'estimateur de la moyenne empirique X, = = (X1 +...+ X,).
L’inégalité de Bienaymé-Chebichev conduit a ’encadrement

Varg(X,)  60—6? o1
g2 T ong2 T 4ng?’

Py ([Xn—0>¢) <
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olt 'on a noté Vary(X,) la variance de X, sous la probabilité Pj. La majoration en
1/(4ne?) ne dépend pas du parametre 6; on a fixé le niveau de confiance & 1 — a,
c’est-a-dire qu’on doit prendre 1/(4ne?) < a. On conclut que
1 — 1
- —, X +
2y/na’ " 2\/71@]

est un intervalle de confiance de niveau « pour le modele de Bernoulli.

[Xn

En pratique, lorsque la taille de I’échantillon est grande, on obtient souvent de meilleures
majorations de l'erreur en n’utilisant non plus 'inégalité de Bienaymé-Chebichev,
mais soit des estimations gaussiennes issues du théoreme central limite, soit encore
des estimations de grandes déviations.

8.3 Etude d’un modele gaussien

(a) Préliminaires.
Les lois gaussiennes jouent un role fondamental dans la théorie des probabilités, di

au theoreme central limite. Heuristiquement, elles apparaissent souvent en physique
a cause de ”bruits” qui perturbent de fagon aléatoire les mesures effectuées.

On introduit d’abord trois lois de probabilités sur R tres importantes dans 1’étude
du modele gaussien. On considere ici X1, -+, X, un échantillon de taille n de la loi
normale centrée réduite N (0,1).

e On appelle loi du x? (chi-deux) & n degrés de liberté et on note x?(n) la loi de
X? + ...+ X2. Par changement de variables en coordonnées polaires, on voit que sa

densité est
1 2—'!1/2

I'(n/2)
ot I'(q) = [5° et 'dt désigne la fonction gamma. Cette loi a pour moyenne n et
variance 2n. Pour n = 2, elle coincide avec la loi exponentielle de parametre 1/2.

e—z/2$n/2—1 ’ > 0’

e La loi de Fisher a (ng, ny)-degrés de libertée est celle donnée par la variable quotient
(noY1)/(n1Y3) o Y7 et Y, désignent deux variables indépendantes de lois x%(n;) et
x%(n2), respectivement. Elle est notée F(ny,ns).

e La loi de Student & n degrés de liberté est notée t(n). Elle est donnée par le quotient
VnX/VY ot X et Y sont deux deux variables indépendantes, de lois (0, 1) et x2(n),
respectivement.

Le résultat élémentaire suivant présente un estimateur standard d’un échantillon
gaussien réel.

Proposition. Soit X, ..., X,, un échantillon de taille n de la loi gaussienne N'(m, o?),
i.e. de moyenne m € R et de variance 0 > 0. On appelle
X, = Xi+...+X, - (X1 = X)) +...+ (X, — X,)?

n n—1

la moyenne empirique et la variance empirique. Alors X, et S% sont indépendants et

VX, —m) £ N(0,6%) U_QkZi:(Xk—m)QéXQ(n)
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n

Y (X =Xa) £ X’(n=1) , VaX.-m)/Sy Et(n—1)

k=1

Preuve: Un calcul immédiat de variance montre que X, est indépendant de (X; —
Xn), .., (X, — X,), et en particulier X,, et S, sont indépendants. La premiere
identité en loi est évidente, la seconde découle de la définition méme de la loi x?(n).
La troisitme est un exercice facile sur les lois gaussiennes (observer que la moyenne
empirique d’un échantillon est obtenue par projection orthogonale du vecteur dans

R™ de coordonnées (X1,...,X,) sur la diagonale de vecteur directeur (1,...,1)). La
derniere en découle alors grace a l'indépendance de X, et de S? et & la définition
méme de la loi de Student. [ ]

(b) Estimation de parameétres

Nous allons utiliser ce résultat précédent pour étudier un modele statistique gaussien.
Considérons d’abord le modele (P,, = N'(m, %), m € R) ou la variance o2 est connue
et la moyenne un parameétre. La moyenne empirique X, est un estimateur sans biais
de m. Il est exponentiellement consistant puisque d’apres la proposition précédente,
la loi de \/n(X, —m) est celle de o N (N étant toujours une variable normale A/ (0, 1)).
Il s’ensuit que pour tout € > 0 on a

Py (|Xn = m| >¢€) = P(o|N| > ev/n),

et on sait bien que le terme de droite est de I'ordre de exp {—ne?/(20?)} quand n est
grand. On peut montrer que parmi les estimateurs sans biais, il est celui de risque
quadratique minimum. Le fait que X, —m suit une loi gaussienne centrée de variance
0% /n permet également de déterminer les intervalles de confiance pour la moyenne
empirique. On trouve que si on note ¢(y) la valeur z pour laquelle P(N > z) = v,
alors

[Yn opla/2) + | oble/ 2)]

B A /A RN A el ]
Vn ’ Vn
est un intervalle de confiance de niveau 1 — a.

Considerons ensuite le modele (P,> = N'(m,0?),02 > 0) ol la moyenne est connue et
la variance o2 est un parametre. On peut estimer la variance empiriquement par

% = (X1 =m)?+.. + (X, —m)?) /n

(on observera que o2, coincide avec I’estimateur de la moyenne empirique pour
’échantillon statistique (X; — m)?, ..., (X,, — m)?). On peut & nouveau utiliser la
proposition pour trouver des intervalles de confiance pourvu que I’on sache que I’espace
des parametres pour la variance est borné.

Enfin, pour le modele plus général (P, ,2 = N (m,0?),m € R,0? > 0) ou la moyenne
et la variance sont inconnue, on peut estimer la moyenne par la moyenne empirique,
et la variance par la variance empirique. La encore la proposition est utile pour
déterminer les intervalles de confiance. On peut également estimer moyenne et vari-
ance par le principe du maximum de vraisemblance. Il est facile de vérifier que
I’estimateur du maximum de vraisemblance de la moyenne coincide avec la moyenne
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empirique, mais que l’estimateur du maximum de vraisemblance de la variance est
"77152 (observer que cet estimateur est biaisé). Un troisitme estimateur tres utilisé
pour le modéle gaussien consiste a estimer la moyenne en cherchant la valeur p pour
laquelle 3-7_; (X — p)? est minimal. On trouve encore que le minimum est atteint
pour la moyenne empirique, et la valeur de ce minimum est (n — 1)S2, ot S? est la
variance empirique. Ce principe d’estimation porte le nom de méthode des moindres
carrés. 1l est a la base de la théorie des erreurs.

(c) Tests

Dans un grand nombre de problemes statistiques concrets, on ne cherche pas
nécessairement a estimer précisément la loi d’'une variable, mais seulement a savoir
si elle vérifie telle ou telle hypothése. Par exemple, lors du second tour d’une elec-
tion présidentielle en France, on souhaite avant toute chose savoir qui a gagné, c’est-
a-dire si le candidat A a obtenu plus de 50 % des suffrages. Ensuite seulement on
s’intéressera a son score exact. Autrement dit, si p désigne le pourcentage des electeurs
qui aura voté pour A, on veut tout d’abord tester I’hypothese p > 0,5. Comme
dans le cas de I'estimation de parametre, on a besoin de connaitre la confiance qu’on

peut avoir dans ce test. Donnons deux exemples classiques pour le modele gaussien
(N(m,0?),m € R 0? > 0).

e Test de Student On se fixe une valeur my € R et on veut tester I’hypothése
H(0): “m < my” contre ’hypothese H(1): “m > my”. Pour cela, on utilise le fait que
T := \/n(X,—m)/S, suit laloi de Student & (n—1) degrés de liberté, ¢(n—1). Fixons
un niveau « € [0, 1] et notons f le quantile d’ordre 1 — « de t(n — 1), c’est-a-dire que
la probabilité que T" < 8 vaut 1 — a. On a donc que sous P, ,2, la probabilité que
X, < m+ S,/\/n vaut exactement 1 — a. Le test de Student consiste & accepter
I’hypotheése H(0) si
7n < mg +/BSn/\/ﬁ

Par monotonie, on voit donc que la probabilité d’accepter H(0) quand m < mq est
toujours supérieure a 1 — v, alors qu’elle est toujours inférieure a 1 —a quand m > m.

e Test de Fisher Cette fois on veut tester 'hypothése sur la variance H(0): “0? < 02”
contre H(1): “0% > 02”. On raisonne de méme que pour le test de Student en se fixant
un niveau . On sait que sous Py, 52, (n —1)5,,/0? suit la loi x*(n — 1). On note v le
quantile d’ordre 1 — « de cette derniére, et le test de Fisher consiste a accepter H(0)
si S22 <o /(n—1).

Nous allons conclure ce chapitre en présentant une application importante en statis-
tique appliquée. Considérons une variable aléatoire qui ne prend qu’un nombre fini
de valeurs, disons {1,...,k}. On se donne un échantillon de taille n de cette loi,
X1,...,X,, et on note

. 1 & .
pn(l) = E E 1{Xj:i}: 1€ {]_, .. ,k}
=1

Iestimateur empirique de p(7). Le test du x? s’appuie sur le résultat suivant:

Proposition. Si pour chaque entier n > 0, X1,...,X,, est un échanitllon de taille
n d’une loi discréte p a valeurs dans {1,...,k}, avec p(i) > 0 pour tout i = 1,..., k.
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Alors la suite

k ( N = (2))2
p(i) — Pu())
i=1 p(7)
converge en loi vers x*(k —1).

Preuve: Posons pour tout entier n > 1

VO = 1ix—yp , Yu=W,..vW).

n n

Les variables Y7, ... forment une suite i.i.d. de moyenne (p(1),...,p(k)) et de matrice
de dispersion

Di; =p(i) —p(i)> , Di; = —p(i)p(j) pouri #j.

Le théoreéme central limite multidimensionel énonce la convergence en loi lorsque n —
oo du vecteur

Y+ + Y0 — np(i)

NG Zﬁ(ﬁn(l)—p(l)), i=1...,k

vers un vecteur gaussien (G1,. .., Gj) centré de matrice de covariance D = (D, ;). En
conséquence n Y% | (p(i) — p,(1))?/p(i) converge en loi vers % | G?/p(i), et le calcul
matriciel usuel conduit alors au résultat. |

On construit grace a ce résultat des tests pour accepter ou rejeter des hypotheses
du type “la loi correspondant a 1’échantillon X;,..., X, est p” en décidant si I’écart
observé entre la loi présumée p et la loi empirique p,, est de I’ordre ou non de ce qui est
prédit par la théorie. De méme, on peut tester I'indépendance de caracteres observés.
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