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Mode d’emploi

Ce polycopié est destiné aux étudiants de 'U.E. “Probabilités Approfondies” du Master
de Mathématiques de I'Université Pierre et Marie Curie. En principe il s’adresse donc
a des étudiants ayant suivi un cours d’intégration et un premier cours de probabilités.
Cependant le chapitre 1 contient un rappel de tous les résultats d’intégration utilisés
par la suite. Quant au chapitre 2 qui introduit les principales notions de probabilités, il
est relativement autonome et peut éventuellement étre abordé par un étudiant n’ayant
jamais suivi de cours de probabilités. Le chapitre 3 présente les espérances condition-
nelles et le calcul des lois conditionnelles. Les chapitres 4 et 5 sont consacrés aux deux
sujets essentiels de ce module, d’une part I’étude des chaines de Markov a temps discret
et a valeurs dénombrables et d’autre part, ’étude des martingales a temps discret.
Un certain nombre de résultats, figurant classiquement dans un cours de probabilités
au niveau maitrise, ont étés rejetés en annexe, car ils ne sont pas vraiment nécessaires
pour la compréhension des deux chapitres principaux, a savoir les chapitres 4 et 5. Il
est néanmoins vivement recommandé au lecteur d’en prendre connaissance.

Ce polycopié est divisé en chapitres, sections et sous-sections. Ainsi 3.2.4 renvoie au
chapitre 3, section 2, sous-section 4 et 5.4 renvoie chapitre 5, section 4. A l'intérieur
d’une méme section, les énoncés sont numérotés en continu. Ainsi “d’apres le th. 5.4.6”
renvoie au chapitre 5, section 4, énoncé 6. Quant aux égalités, elles sont numérotées
entre parentheéses et en continu au sein d’'un méme chapitre. Ainsi “vu (3.5)” réfere a
la cinquieme égalité numérotée du chapitre 3. Le signe ” a7 indique la fin d’une preuve.
Enfin une courte bibliographie présente quelques ouvrages de base sur le sujet ainsi que
quelques textes d’exercices corrigés.
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Chapitre 1

Rappels d’intégration

Dans ce premier chapitre, on rappelle les principaux résultats de la théorie de la mesure
et de Dintégration puis on étudie de facon plus détaillée les mesures bornées sur R?
(convolution, transformation de Fourier, convergences).

1.1. Tribus

Soient F un ensemble et B C P(E). On dit que B est une algebre (resp. une tribu) si
E € B, si B est stable par passage au complémentaire et par réunion et intersection finies
(resp. dénombrables). Un couple (E, B), B tribu sur FE, s’appelle un espace mesurable.
S’il est souvent possible de décrire les éléments d’une algebre, il n’en est pas de méme
pour ceux d’'une tribu. On remarque que P(E) est une tribu et que I'intersection d’une
famille quelconque de tribus est une tribu. Donc, étant donné C C P(E), on peut
considérer la plus petite tribu contenant C, c’est l'intersection de toutes les tribus
contenant C. Cette tribu se note o(C) et s’appelle la tribu engendrée par C. Le résultat
suivant, appelé théoreme de classe monotone, sera d’un usage constant dans la suite.

Proposition 1.1.1. Soient C C M C P(E). On suppose que C est stable par intersec-
tion finie, que E € M, que A,B € M et A C B impliquent B\ A € M et que M est
stable par limite croissante. Alors o(C) C M.

Supposons E = R? et soit O la classe des ouverts de E. La tribu 0(O) s’appelle la tribu
borélienne de R? et se note B (Rd). Il est facile de voir qu’elle est aussi engendrée par les
fermés, par les boules, par les pavés et méme par les pavés a coordonnées rationnelles
(cette derniere famille ayant avantage d’étre dénombrable). Si d = 1, on considérera,
outre B(R), B(R") = {4 € B(R), A C R*}, BR) = o(B(R), {+00}, {—o0}) et BR") =
o(B(RT),{+00}). On étend les opérations usuelles & R" en posant (+00) x 0 = 0 x
(+00) = 0.

Soient (E1,B) et (E2,B2) deux espaces mesurables. Une application f de Fq dans F,
est dite mesurable si, pour tout A € Ba, f~1(A) € By. Il est facile de voir que pour
cela, il suffit que f~1(A) € By pour tout A € C avec o(C) = Bs. Ceci implique que,
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I.1. 'Tribus Chapitre I. Rappels d’intégration

si f est continue de R? dans R™, f est mesurable pour les tribus boréliennes (on dit
alors que f est borélienne). De plus, cette notion est transitive i.e. la composée de deux
applications mesurables est mesurable. Quand I’espace d’arrivée est R, R, ]EJF, R?, C,
il est toujours supposé muni de sa tribu borélienne.

Soit (F,B) un espace mesurable. Pour qu’une application numérique soit mesurable,
il suffit que, pour tout a € R, {f > a} := {z, f(z) > a} € B. On peut aussi con-
sidérer {f < a}, {f < a}, {f > a}. Ceci implique que, si f, g, fn sont des fonctions
numériques mesurables, il en est de méme de —f, sup(f, g), inf(f,q), f* = sup(f,0),
[~ =sup(—f,0), sup fy, inf f,,, lim f,,, lim f,, lim f, si elle existe.

Rappelons que, notant f, T f (resp.f, | f) si, pour tout x € E, f,(x) croit (resp.
décroit) vers f(z),

lim f,(z) = lim | sup fx(x), Lim f,(x) =lim T inf fi(2), (1.1)
n k>n n k>n

ces quantités étant a valeurs R et que f = lim f,, ssi lim f, = lim f, = f.

Soient f, g des fonctions numériques mesurables. Alors ¢ : z +— (f(x), g(x)) est mesurable
de (E,B) dans R? puisque ¢~ (A x B) = f~5A) N ¢g~(B). Ceci implique que, si H
est une application borélienne de R? dans R, H (f,g) est mesurable. On en déduit que

f+g fo, g, si elle existe, sont mesurables.

Pour A C B, on appelle fonction indicatrice de A et on note 1;4; la fonction valant 1
sur A et 0 sur A° (on note A€ le complémentaire de A). On a

Liay =1=Lpaps Lioany = [[2pany =0 Lpanys Luay =supla,.
n

Une application f de F muni de la tribu B dans R est dite étagée si elle s’écrit f =
> k=1 0klia,y, Ar € B. On notera:

e 3. I'ensemble des fonctions réelles B-mesurables,

e 3, ’ensemble des fonctions réelles B-mesurables bornées,

e BT I'ensemble des fonctions B-mesurables a valeurs IEJF,

e B} l'ensemble des fonctions étagées positives.
Le résultat suivant est a la base de la construction de l'intégrale

Proposition 1.1.2. Toute f € B est limite d’une suite croissante de fonctions de
Bt.

Preuve:

Il suffit de considérer

n2"—1
k

fal@)= D Sl b cpw<tity T 1h{s@zn) s (1.2)
k=0



Chapitre I.  Rappels d’intégration I.1. Tribus

Soit f une application de E dans un espace mesurable (A4,.4). On note o(f) et on
appelle tribu engendrée par f la plus petite tribu sur £ rendant f mesurable. On
a donc o(f) = {f71(A4), A € A}. Plus généralement si (f;, i € I) est une famille
d’applications de E dans des espaces mesurables (F;, F;), on note o(f;, ¢ € I) et on
appelle tribu engendrée par les f; la plus petite tribu sur F rendant toutes les f;
mesurables. On a donc

o(fi,i€I)=o(fi 1 (A), Ai € Fii €1).

On peut aussi donner une version fonctionnelle du théoreme des classes monotones
(prop.1.1.1):

Théoreme 1.1.3. Soient H un espace vectoriel de fonctions réelles bornées définies
sur §2 et C un ensemble de parties de §2 stable par intersection finie. On suppose que,

e 1 eH,
e si fne€Hetsi0L f, T f bornée, f €H.
e pour tout A € C, 114 € H.
Alors H contient toutes les fonctions o(C)-mesurables bornées.

Preuve:

Soit M = {A, 14y € H}. On aC C M et, vu les hypotheses sur H, on peut appliquer
la prop.1.1.1. Donc o(C) C M. Ceci implique que, si f est étagée sur (2,0(C)), f € H.
C’est encore vraie (prop.1.1.2) par passage a la limite croissante si f est positive bornée
o(C)-mesurable puis, par différence, pour toute f bornée o(C)-mesurable 5

Proposition 1.1.4. Soit f, une application de E dans un espace mesurable (F,F) et

h: E— R (resp. E — @Jr). Alors h est o(f)-mesurable ssi il existe g € F, (resp.
g€ FT)tel queh=gof.

Preuve:
Evidemment si h = g o f alors h est o(f)-mesurable (composition des applications
mesurables). Réciproquement on pose

H={p: E—=R, o=9of,vecF}

On vérifie facilement que H est un espace vectoriel de fonctions bornées sur E vérifiant
les conditions du théoreme 1.1.3 avec C = o(f) et par conséquent H contient toutes les
fonctions o(f) mesurables bornées. On conclut en considérant d’abord des fonctions h
bornées.



I1.2. Mesures Chapitre I. Rappels d’intégration

1.2. Mesures

Soient I un ensemble dénombrable et (a;, ¢ € I) une famille d’éléments de R". On
veut définir ), ; a;. Soit ¢ une énumération de I i.e. une bijection de N sur I. On pose

Sff = ZZ:O Ap(k)- Evidemment Sff croit avec n et S? = lim T Sff existe dans RT. Si est
une autre énumération de I, on a , pour n fixé et m assez grand, {a¢(0), e ,a¢(n)} -
{aw(o),...,aw(m)}, dout S¢ < SY et S < S¥. Permutant ¢ et 1, on a SY < S§?
et S? = S¥. On pose donc Yoier @ = lim 1 Sﬁ, quantité qui ne dépend pas de
I'énumération ¢. Evidemment si, pour tout i € I, 0 < a; <b;, Y ,c7a; <) ;7 bi. Ona
aussi (sommation par paquets):

Théoreme 1.2.1. Soient (a;, ¢ € I) une famille d’éléments de R et (Aj, j € J) une

partition de I. Alors
Z a; = Z (Z a;).

icl jeJ i€el;

Considérons maintenant une famille (a;, i € I) d’éléments de C. On dit que cette
famille est absolument sommable si ), ; |a;] < +00. Dans ce cas, en décomposant la
partie réelle et la partie imaginaire de a; en leur parties positives et négatives, on voit
facilement que ), ; a; := lim S¢ existe et est indépendante de ¢ et que le th.1.2.1 reste
valable.

Définition 1.2.2. Soit (E, B) un espace mesurable. On appelle mesure sur (E,B) toute
L =+
application p de B dans R telle que

o (i) p(0) =0,
o (i) pour tous A, € B deux a deux disjoints, p(UpAy) =, (1(An).
Le triplet (E, B, p) s’appelle un espace mesuré.
Propriétés:
e (i)siA,BeBet AC B, u(A) < pu(B),
(i) si A € B, p(UnAn) < 3, i(An),
(
(

° iii) siA,€BetsiA,TA (i.e. ]]'{An} T ]].{A}), ILL(An) TILL(A),
o (iv) si A, € B,si A, | A (ie. 1y4,y | Lyay) et si, pour un ng, p(Ay,) < +oo,
1(An) | p(A).

Si E =UpE, avec E,, € Bet u(E,) < +oo, la mesure p est dite o-finie. Si u(E) < 400,
la mesure p est dite bornée. Si u(E) = 1, la mesure p est appelée une probabilité.

Remarque. La propriété (ii) de la def.1.2.2 s’appelle o-additivité. Si dans la def.1.2.2,
on suppose que B est seulement une algébre, la définition a encore un sens en rajoutant
dans (ii) la condition U, A, € B. On a ainsi la notion de mesure sur une algebre.

8



Chapitre I.  Rappels d’intégration I.2. Mesures

Proposition 1.2.3. Soient p et v deux mesures sur (E,B) et C C B une classe
d’ensembles stable par intersection finie. On suppose que, pour tout A € C, u(A) =
v(A) < 400 et que E =1im | E,, avec E,, € C. Alors u(A) = v(A) pour tout A € o(C).

Preuve:

Supposons d’abord u(E) = v(F) < +o0. Soit M = {A € B, u(A) = v(A)}. On vérifie
immédiatement que les hypotheses de la prop.1.1.2 sont vérifiées. On a donc o(C) C M.
Le cas général se traite en appliquant ce résultat aux mesures p,(A) = (AN E,) et
vn(A)=v(ANE,) »

Soit (F, B, ) un espace mesuré. Un sous-ensemble A de E est dit négligeable (ou u-
négligeable s’il y a ambiguité) si A C B avec B € B et u(B) = 0. Une propriété est vraie
presque partout (en abrégé p.p.) si elle est vraie en dehors d’un ensemble négligeable.
Par exemple f = g p.p. signifie que {x € E, f(z) # g(x)} est négligeable. Si u est une
probabilité, on dit presque strement (en abrégé p.s.) pour presque partout. On note
N la classe des ensembles négligeables. Il faut noter que si A,, € N, on a U, A, € N.
Si N C B, lespace mesuré (FE, B, 1) est dit complet. Si ce n’est pas le cas, on peut le
“compléter” de la fagon suivante. On définit B = o(B,N). Alors A € Bssi A= BUN
avec B € B et N € N. On peut prolonger p & B en posant u(A) = u(B) (il est facile
de voir que ceci ne dépend pas de I'écriture de A). L’espace (E, B, i) est alors complet
et s’appelle le complété de (E, B, u). Enfin on vérifie aisément que si f : E — R est B
mesurable, il existe g,h : E — R, B mesurables telles que ¢ < f < h et ¢ = h p.p.

Dans la suite, la plupart du temps, on partira d’un espace mesurable ou d’un espace
de probabilité sans se soucier de sa construction. Il est néanmoins indispensable de
s’assurer de l’existence de tels objets. On va s’intéresser aux mesures sur B(R) finies sur
les intervalles bornés. On verra une seconde méthode de construction en 1.5. Observons
d’abord que C = {]a,b], —00 < a < b < 400} est une classe stable par intersection
finie et que o(C) = B(R). Il résulte alors de la prop.1.2.3 qu’une mesure p sur B(R) finie
sur les intervalles bornés est déterminée par les valeurs yu(]a, b]). Ensuite, étant donnée
une telle mesure, si on pose

F(O) =0; F(‘T) = M(]Ov'ﬂ)? z > 0; F((E) = _N(]‘T?O])v z <0,

F(z) est une fonction continue a droite et croissante et 'on a p(]a,b]) = F(b)—F(a). On
est donc ramené au probléme suivant. Soit F' une application de R dans R continue &
droite et croissante, existe-t-il une mesure p sur B(R) telle que p(]a,b]) = F(b) — F(a)?
Il est facile de décrire 'algebre A engendrée par C, on a

A={A=U_4lag,bg], —c0c < a1 <by <ag<...<bp_1 <ap <b, <+oo}

en convenant que, si b, = 400, |an,by] =|an, +oo[. On définit p sur A par p(A4) =
Sop1 F(br) — F(ax) ot F(400) = limy i F(x), F(—00) = limy,_oo F(z). Il est
facile de montrer que p est additive sur A, un peu plus délicat de montrer que pu est
o-additive sur A mais cela se fait. On a donc construit une mesure p sur A telle que
w(la, b)) = F(b) — F(a). Pour passer a B(R), on utilise le théoréeme de Carathéodory:

9



1.3. Intégration Chapitre I. Rappels d’intégration

Théoréme 1.2.4. Soit y une mesure sur une algébre A, alors v se prolonge en une
mesure sur o(A). De plus, si u est o-finie, ce prolongement est unique.

Tout ceci donne, puisque dans notre cas o(A) = B(R),

Théoréme 1.2.5. Soit F' une application de R dans R continue a droite et croissante.
Il existe une et une seule mesure p sur B(R) telle que, pour tous a < b, u(]a,b]) =
F(b) — F(a).

Si on choisit F(z) = x, on obtient 'existence et l'unicité d’une mesure A\ sur B(R)
vérifiant, pour tout intervalle I, \(I) = |I|. C’est la mesure de Lebesgue sur R. Si
N est la classe des ensembles A\-négligeables, B(R) = o(B,N) s’appelle la tribu des
ensembles Lebesgue-mesurables (elle est beaucoup plus “grosse” que B(R)) et A se
prolonge sans peine a B(R) comme en 1.2.3.

1.3. Intégration

Soit (E, B, ;1) un espace mesuré.

On va construire I'intégrale des fonctions positives par rapport & u. Si f € eB™, c’est
tres facile, f s’écrit f = Y77 arlia,), Ax € B et on pose

/fd/t = app(Ap).
k=1

Des considérations élémentaires montrent que ceci ne dépend pas de l'écriture de f
et que, pour f,g € B et a,b € RT, [(af +bg)du = a [ fdu+b[gdu et que, si
[ <g, [ fdu< [gdup. On a aussile résultat plus technique suivant qui est la clé de la
construction.

Lemme 1.3.1. Si f,,g, € B sont croissantes et si lim 1 f, = lim 1 g,, on a
lim 1 [ fodp=1im 7T [ g, du.

Soit f € BT. 1l existe (prop.1.1.2) une suite f, € eB* telle que f, T f, on a alors
[ fadp T et on pose [ fdu =lim 1 [ f,du. Le point important est que, d’apreés le
lem.1.3.1, cette limite ne dépend pas de la suite f, choisie. On a en particulier, vu
(1.2), pour f € BT,

n2™"—1
[an=tm1 3 Suhe o < f0) < S Sl S@) = n)),
k=0

Par passage a la limite, on obtient immédiatement que, pour f,g € Bt et a,b € RT,

[(af +bg)du=a [ fdu+Db[gduetque,sif<g, [fdu< [gdu. Enfinon dira que
[ € BT est intégrable si [ fdu < +oc.

Pour I’ intégration des fonctions réelles ou complexes on pose
L= LYE,B,u) ={f €B,, /|f’du < 400} (1.3)

10



Chapitre I. Rappels d’intégration 1.3. Intégration

Si fe Ll ffet f~ sont intégrables et on pose

[tau=[sran- [ 1 an

Il est facile de voir (vu que |f +g| < |f|+|g|) que £L! est un espace vectoriel et que f
[ f dp est une forme linéaire positive sur £1. De plus, pour f € L1, | [ fdu| < [ |f|dp.
Si f est B-mesurable a valeurs C, on pose (|f| désignant le module),

L& = LE(E, B, 1) = {f B-mesurable complexe, / |fldp < +o0}. (1.4)

On définit alors, pour f € L{, [fdu = [R(f)du + i [S(f)dp. L est un espace
vectoriel sur C et f +— [ fdp une forme linéaire sur E%;. On a aussi, pour f € E}C,

| [ fdu| < [1f]dp.
Propriétés.
e (i)Si feBtetsi [ fdu<+oo, f<+00 p.p.
o (i) Si feBTetsi [fdu=0, f=0p.p.
e (iii) Si f € L et si A€ B, fligy € E(IC. On pose alors

/fdu::/f]l{A}du, AeB, feLtluB'.
A

e (iv) Si f € L et si, pour tout A € B, fAfd;LZO alors f > 0 p.p.

Il nous reste a énoncer les résultats concernant les passages a la limite. Le premier
d’ou découlent facilement les autres s’appelle théoreme de convergence monotone ou
théoreme de Beppo-Levi.

Théoréme 1.3.2. Soit f, € BT une suite croissante, alors
limT/fndu:/IimTfnd,u.
Corollaire 1.3.3. Soit g, € BT, alors

zﬂ:/gnduz/;gndu-

Proposition 1.3.4. (Lemme de Fatou)
e (i) Soit f, € BT, alors [lim f, dp <lim [ f,du.

e (ii) Soit f, € B, avec |f,] < g € L, alors

/h_mfndu5h_m/fndusm/fndug/andu.

11



1.3. Intégration Chapitre I. Rappels d’intégration

(ii) implique le célebre théoréme de Lebesgue,

Théoréme 1.3.5. Soit f,, € L telles que fn, — f p.p. avec |f,] < g € LY, alors

lim/fnd,u:/fd,u.

Ce théoreme a une version “continue” tres utile.

Corollaire 1.3.6. Soit (f;, t € U) une famille d’éléments de L§, U ouvert de R,
On suppose que limy_, fr = f p.p. et que, pour tout t € U, |fi]| < g € L', alors

limy_, [ fedp= [ fdp.

Preuve:
1l suffit de remarquer que lim;_, [ fidp = [ f dp ssi, pour toute suite ¢, tendant vers
to, limy, 4 [ fi, dp = | fdu et dappliquer le th.1.3.5 4

Donnons un exemple d’utilisation de ce corollaire.

Proposition 1.3.7. Soient (E,B, 1) un espace mesuré, I un intervalle ouvert de R
et une famille (f(t,z), t € I) d’éléments de LL(u). On pose, pour tout t € I, ¢(t) =
[ f(t,x)dp(z). On suppose que, pour tout x € A, t — f(t,x) est dérivable sur I, que,
pour tous v € A et t € I, |%(téx)] < g(), que g € LY(pn) et que p(A°) = 0. Alors ¢
est dérivable sur I et ¢'(t) = [ 8—{(t,x) dp(z).

Preuve:

On a
1

RO+ = 0(0) = [ LU+ hw) = f0.2)) dufo).

D’aprés la formule des accroissements finis, on a, pour = € A,

1 0
U+ ) = £(0)] = |90 0,2)] < g(a)
si h est assez petit et
1 0
E(f(t + h,l‘) - f(t,.fU)) —~h—0 a_{(t7x)'

On peut appliquer le cor.1.3.6 et
0 0
[ G b = o) duta) e [ Hn)duto) = [ Gt duta)

Lien avec l'intégrale usuelle. Soit f une fonction réelle continue sur [a, b] et posons, pour
a<x<b, F(x)= [ f(t)dt (intégrale au sens usuelle) et G(z) = [ Lygatapf dr, A
mesure de Lebesgue sur R. On sait que F'(a) = 0, F est continue sur [a, b] et que, sur
la,b[, F est dérivable avec F' = f. Il est facile de vérifier que G a les mémes propriétés.
Ceci implique que F' = G sur [a, b] et, en particulier, que

b
/ f(t)dt:/]l{[a,b[}fd)\.
12
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Par additivité, cette formule est encore vraie si f est continue par morceaux sur [a, b].
Considérons maintenant une application f de R dans R continue par morceaux telle
que f_t;o f(t) dt soit absolument convergente. Lorsque a | —oo et b T 400, d’une part,

par définition, f: @) dt — [T21f()]dt < 400 et f; ftydt — [T f(t) dt; dautre
part, [ Liapplfldr — [ 1f1dX (convergence monotone) ce qui implique que f € L1(\)
puis [ LS dX — [ fdX (théoreme de Lebesgue puisque Ly, on f| < |f] € LX)

Donc
/_:O £t dt = /fd)\.

Par contre, si fjoooo f(t)dt est convergente mais pas absolument convergente (par ex-
emple f(z) = S3E), f & L1(N).

Soient £ un ensemble dénombrable et (pu(x), x € E) une famille d’éléments de R". On
pose, pour A C E, u(A) = > 4 p(x). Le th.1.2.1 implique que x4 est une mesure sur
(E,P(E)). On a alors £ = {f, > g |f(z)|u(z) < +oo} et, pour f € LY, [ fdu =
> wer f(@)p(z). En particulier si on prend pour x la mesure de comptage i.e. pu(x) = 1

pour tout z € E, on a L' = {f, > cp|f(z)] < +oo} et [fdu = > ,cpfz). 1
est intéressant d’énoncer dans ce cadre les théoremes de convergence du paragraphe

précédent. On a

o ()Si0<fullf, 2, ful2) 132, f(2).

o (i) Si0 < fu, 3o, lim , fio(2) <lim , 35, fu(2).

o (iil) Si fn — f et si [fn] < g avec 32, g(x) < +o0, 32, fula) —n 32, f(2).
/bf Espaces LP.

Soit (E, B, i) un espace mesuré. On note £° I'ensemble des applications B-mesurables de
E dans R finies p.p. On dit que f ~ gsi f = ¢ p.p. Alors ~ est une relation d’équivalence
sur £° On note LY = £°/ ~. En fait L% est l'espace des classes de fonctions B-
mesurables définies & un p.p. pres. Puisque f = g p.p. implique [ |f|dp = [ |g]dp et
[ fdu= [gdusi fetgsont dans L', on peut définir sans ambiguité, pour f € L?,
[ 1f|dp puis, si [|f]dp < 400, [ fdp. Par abus de langage, dans toute la suite nous
noterons de la méme facon une fonction et sa classe d’équivalence. On pose alors, pour
1<p<+4ooet felLD,

11l = [/|frpdmi

et, pour p = 400,
[ flloe = inf(M, p(|f] > M) =0).

On a deux inégalités fondamentales. Pour f,g € LY,
L +gllp <[ fllp +llgllp, 1 <p <00 (1.5)

13



1.3. Intégration Chapitre I. Rappels d’intégration

qui s’appelle I'inégalité de Minkowski et

_l’_

Fglle < 11 fllpllgllg, 1 <p < o0, =1 (1.6)

==

qui s’appelle I'inégalité de Holder. Notons que pour p = ¢ = 2, (1.6) implique I'inégalité

de Schwarz
([ 1fgldny < ([ £ [ ).

Ep:{feﬁo,/|f|pd,u<—l—oo}, Lp:{fELO,/|f|pd,u<+oo}.

On note

Alors LP muni de la norme ||.||, est un espace de Banach et L? est un espace de Hilbert
pour le produit scalaire

<t.9>= [ fodn

On peut aussi considérer le cas des fonctions a valeurs complexes. On définit de la
méme fagon Lé = L%(E, B, ). 11 faut noter que L% est associé au produit scalaire

<f.9>= [ fodu

Proposition 1.3.8. Pour1 <p < +oc0, %= {f, f=37_, arliay, Ak € B, p(Ag) <
+oo} est dense dans LP(E, B, ).

Preuve:

11 suffit de considérer f > 0. Alors il existe (prop.1.1.2) une suite f, € BI telle que
fol f-Vuque fE< fPe Ll f, € % On a, puisque f < +00 p.p., |f — fa|? — 0 p.p.
et |f — fulP < fP € £ donc (th. de Lebesgue) [|f — fulPdu — 0

Soit p une mesure sur (K, B). On peut lui associer une application I de B* dans R"
en posant I(f) = [ fdu, f € BT. L’application I a les propriétés suivantes: I(f + g) =
I(f)+ I(g), I(af) = al(f),a € R" et I(f,) T I(f) si fn T f. Réciproquement on a,

Proposition 1.3.9. Soient (E,B) un espace mesurable et I une application de B
dans R telle que

o (i)sif,ge BT, I(f+9)=I(f)+1(g): si feB" eta€cR", I(af)=al(f),
o (i) si fn€ BT etsiful f, I(fn) 1 I(f).

Alors p(A) = I(114y), A € B, définit une mesure sur B et on a, pour toute f € BT,
I(f) = [ f dp.

14
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Preuve:
Soient A,, € B des ensembles deux & deux disjoints d'union A, ona Ly =37 Ligy =
lim T 2221 ]]'{Ak} et

p(A) = I(Lgay) = Tlim 7> Tpay) =lim 1710 Tgay) =lm 1Y T(Lay) = Y ulAn).
k=1 k=1 k=1 n

Ce qui montre que y est une mesure. On a alors, pour toute f € eB*, I(f) = f fdu.
On conclut facilement en utilisant la prop.1.1.2

Donnons deux applications.

Mesures a densité.

Proposition 1.3.10. Soient (E,B, 1) un espace mesuré et h € BY. La formule v(A) =
fA hdu, A € B définit une mesure sur B appelée mesure de densité h par rapport a p.

On a, pour toute f € BT,
/fdl/:/fhd,u. (1.7)

De plus f € B, est v-intégrable ssi fh est p-intégrable et l’on a dans ce cas (1.7).

Preuve:
On considére la fonctionnelle I(f) = [ fhdu, f € Bt et on applique la prop.1.3.9. La
derniére assertion est pure routine en écrivant f = fT — f~

Mesures images.
Proposition 1.3.11. Soient h une application mesurable de (E,B) dans (F,F) et p

une mesure sur (E,B). La formule v(A) = p(h=1(A)), A € F, définit une mesure sur
(F,F) appelée mesure image de p par h. On a, pour toute f € FT,

/fdy:/fohd,u. (1.8)

De plus f € F, est v-intégrable ssi f o h est u-intégrable et l'on a dans ce cas (1.8).
Preuve:

On considere la fonctionnelle I(f) = [ fohdu, f € F© et on applique la prop.1.3.9.
La mesure associée a I est

v(A) = 14) = [ Ly o b= [ Lposay di = ™ (),

On conclut facilement »

15



I1.4. Mesures produits Chapitre I. Rappels d’intégration

1.4. Mesures produits

Soient (Eq,B1) (Es,Bs) deux espaces mesurables. On définit une tribu sur Fq x FEo,
appelée tribu produit de By et By et notée By ® By, par

B ® By = O‘(A1 X Ao, A1 € By, Ay € 82)

Alors si f : E1 X By — R" est une fonction B1 ® By-mesurable, on a que pour tout
x1 € By, 9 — f(x1,22) est Ba-mesurable et que, pour tout xy € Eo, x1 — f(z1,22)
est Bi-mesurable. En particulier si A € By ® Ba, Ay, = {x1, (z1,22) € A} € By et
Ay, = {z2, (r1,29) € A} € By. On en déduit facilement que, si f € (By @ By)*
et si p; est une mesure sur (E;,B;), 1 — [ f(z1,22)dpa(xs) est Bi-mesurable et
xy — [ f(x1,22) dui(z1) est Bo-mesurable.

Théoréme 1.4.1. Soient (Eq1,B1,u1) et (Eo, Bo, u2) deur espaces mesurés avec g et
o o-finies. Il existe une unique mesure sur By ® Bs, notée 1 ® us et appelée mesure
produit de py et s, telle que,

pour tous Ay € By, A € Ba, p1 @ pa(A; x A2) = (A1) p(Asz).

De plus, pour toute f € (B1 ® By)™T,

/ f iy ® g = / ( / F (a1, 22) dan (1)) dpaa(rs) = / ( / F (@, 22) dpaa(2)) dpey (1),

Preuve:
(i) Unicité. On applique la prop.1.2.3 &4 C = {4, A = A; x Ay, A} € By, Ay €
82) :U‘(Al) < 00, M(AQ) < +OO}

(ii) Existence. On applique la prop.1.3.9 & I1(f) = [([ f(z1,22) dpi(z1)) dpa(zs) ce
qui donne 'existence. Mais on peut aussi appliquer la prop.1.3.9 a Iy(f) =

([ fz1,22) dua(x2)) dui(z1) et, vu l'unicité, on a I1(f) = Ia(f) »

Si f € LE&(11 ® p2), on peut appliquer le théoreme précédent a (R(f))™, (R(f)),
(S(f)*" et (S(f))~ et on obtient le théoréeme de Fubini:

Théoréme 1.4.2. Soit f € E%C(,ul ® pg). Alors,

J1f (@, w2)| dpa(x2) < 400 p1 p.p. et pr(z1) = [ f(x1,22) dpa(xa) € L (1),
J1f (@1, 22)| dpi(z1) < 400 pp p.p. et do(xa) = [ fla1,x2) dpr(21) € LM (p2), et

/ f iy ® 2 = / ( / F (1, 22) dan (1)) dpaa(rs) = / ( / F (a1, 22) daa(2)) dpes (1),

Tout ceci s’étend sans (trop de) peine au cas de n espaces mesurables. Il y a quelques
vérifications fastidieuses a faire du type p1 ® (p2 ® pu3) = (pu1 ® po) ® ps. De plus dans
la formule d’intégrations successives, les variables peuvent étre intégrées dans tous les
ordres possibles. A ce sujet, le grand principe est: si f est positive, tout est permis, si
f est de signe quelconque ou complexe, on considére d’abord |f| et on commence par
montrer que |f| est intégrable.

16
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Considérons (R, B(R), A), A mesure de Lebesgue. La premiere chose a vérifier est que
BR) ® BR) ® ... ® B(R) = B(RY), ce qui est assez facile. On définit alors, sur
R4, B(RY), A\g =A@ A®...® A. On peut appliquer la prop.1.2.3 &

d
C={A A=]]laibil —00 < a; < b < +o0}.
=1

On obtient que Ay est I'unique mesure sur B(Rd) telle que, pour tout —oo < a; < b; <

+o0,
d

d
Aa([Tlai bil) = TT (b5 — aa).

=1 i=1

On appelle Ay la mesure de Lebesgue de R,

1.5. Mesures de Radon sur R?

Nous étudions plus en détails les mesures sur R utilisant ses propriétés topologiques.

On note:On note
e C} 'ensemble des fonctions continues bornées sur R?,
e Cj I'ensemble des fonctions de C tendant vers 0 a l'infini,
e (} 'ensemble des fonctions de Cy & support compact.

On munit ces espaces de la norme ||f|| = SUp |f(z)]. Alors Cp est un espace de
Banach séparable (il existe une suite dense). Rappelons que:

e Etant donnés K compact C U ouvert, il existe f € Cr, 0 < f <1, f =1 sur K,
f=0sur U°.

e Soit K un compact. Il existe une suite d’ouverts U,, et une suite f, € C} telles
que K =lim | Uy, Ligy =1lim | f,.

e Soit U un ouvert. Il existe une suite de compacts K,, et une suite f,, € C}, telles
que U =lim | Ky, Ly =lim T f,.

L’objet auquel on s’intéresse est le suivant.

Définition 1.5.1. On appelle mesure de Radon sur R? toute mesure sur B(Rd) finie
sur tout compact.

Donc toute mesure bornée sur B(R%) ainsi que la mesure de Lebesgue sur R? sont des
mesures de Radon.

Soit z une mesure de Radon sur RY. Alors Cj, € LY (p) et I : f — J fdp est une
forme linéaire positive sur Cj. Il est remarquable que toutes les mesures de Radon
s’obtiennent ainsi (c’est le théoreme de Riesz):

17
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Théoréme 1.5.2. Soit I une forme linéaire positive sur Cy. Il existe une et une seule
mesure de Radon p sur B(RY) telle que, pour toute f € Cy, I(f) = | fdu.

Ce théoreme fournit une seconde méthode pour construire des mesures. Considérons
par exemple Ci(R). Pour f € Ci(R), on peut construire f_t;o f(z) dzx par des méthodes
élémentaires (sommes de Riemann ou limite de fonctions en escalier). Appliquant ce
théoréme, on en déduit 'existence de la mesure de Lebesgue sur R. La démonstration
du th.1.5.2 est difficile. Notons cependant que I'unicité est une conséquence immédiate
de la prop.1.2.3. En effet:

Lemme 1.5.3. Soient i et po des mesures de Radon sur B(Rd). On suppose que,
pour toute f € Cy, [ fdpr = [ fdug. Alors py = ps.

Preuve:

Soit C la classe des ouverts bornés. Pour tout U € C, il existe f, € Cj telle que
Liyy = lim T f,. On a donc (convergence monotone) 1(U) = p2(U) < +oco. Comme
C est stable par intersection finie, engendre B(R?) et que R? = lim 1 U,,, U, € C, on
conclut par la prop.1.2.3

Si la mesure u est bornée, Co C L(u) et I: f— | f dp est une forme linéaire positive
sur C. On a réciproquement:

Théoréme 1.5.4. Soit I une forme linéaire positive sur Cy. Il existe une et une seule
mesure bornée p sur B(R?) telle que, pour toute f € Cy, I(f) = | fdp.

Toute mesure de Radon est réguliere au sens suivant.

Proposition 1.5.5. Soit y une mesure de Radon sur B(]Rd). On a, pour tout A €
B(R?),

w(A) =sup(pu(K), K compact C A) = inf(u(U), U ouvert O A).

Preuve:
(i) On suppose d’abord u bornée. Soit C = {A € B(R?), pour tout ¢ > 0, il existe K
compact et U ouvert tels que K C A C U et u(U \ K) < €}. Alors

a. C contient les ouverts. Si U est un ouvert, il existe K, compacts, K, T U et donc

n(U\ Kn) — 0.

b. C est stable par complémentation. Supposons K C A C U et u(U \ K) < ¢, on a
U C A C KCet p(K\U®) < e, K est ouvert et U fermé. On choisit K, compacts,
K, TR u(U°\U°NK,) — 0 et U°N K, est un compact inclus dans A°.

c. C est stable par intersection dénombrable. Soient A, € C, p > 1. Il existe K, compacts
et U, ouverts tels que K, C A, C Uy et u(Up \ Kp) < 55. On a NK, C N4, C NU,
et u(NU, \ NKp) < pu(UU, \ Kp)) < > (U, \ Kp) < e. K = NK, est compact. Soit
Vi = Mp_1Up, Vi, est ouvert, Vi, D NU, et w(Vp, \ NU,) — 0. Donc NA, € C.

Les points a,b,c montrent que C est une tribu et donc C = B (Rd).
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(ii) Passons a p quelconque. Si pu(A) < +o00, on applique le résultat précédent a la
mesure bornée v(B) = u(AN B) ce qui donne "approximation par des compacts. Pour
les ouverts, on considere V,, = {|z| < n}, D, = V,, \ V,,—1 et les mesures bornées
pn(B) = u(Vy, N B). Pour tous n et ¢ > 0, il existe vu (i) des ouverts U,, contenant
AN D, tels que pu,(U, NV,) < wW(AND,)+e2™ On aalors A C U = U, U, NV,
ouvert et p(U) <> (U NV,) < pn(A) +e.

Si pu(A) = 400, il n’y a rien & montrer pour les ouverts. On choisit alors K,, compacts,
K, TR% onapu(ANK,) T u(A) = +oo et, pour tout n, u(A N K,) = sup{u(H), H
compact C AN K,}. On conclut facilement 5

De cette proposition, on déduit aisément,

Théoréme 1.5.6. Soit i une mesure de Radon sur B(Rd). Alors pour tout p, 1 < p <
+00, Cy est dense dans LP(R?, ).

Preuve:

Vu la prop.1.3.8, il suffit d’approcher 14y, A € B(R?), u(A) < +oo. D’apres la
prop.1.5.5, il existe des compacts K, tels que K, C Aet u(A\K,) = [[1yay— Lk, yl[p —
0. Il suffit donc d’approcher ]l{ K}, I compact. Mais il existe f,, € Cj tels que f;, | Il{ K}
Utilisant le th. de Lebesgue, on a [|L{xy — fullp —=n 0

Corollaire 1.5.7. Soit p une mesure de Radon sur B(R). L’espace des fonctions en

escaliers i.e. de la forme Y01 ailyy, 4,1, t1 < ... <tn, est dense dans LP(R, j1).

Preuve:
Vu I'uniforme continuité, il est facile d’approcher en norme ||.||,, une fonction de C}, par
des fonctions en escaliers. On applique ensuite la prop.1.3.8 &

1.6. Convolution et transformation de Fourier

Précisons d’abord que nous n’avons pas 'intention de faire un exposé un tant soit peu
exhaustif du sujet mais seulement de présenter quelques résultats utiles en probabilités.
On se place sur R%. On note M, Pensemble des mesures bornées sur B(R9).. Si f € C),
et u € My, on écrit indifféremment [ fdu, p(f) ou < p, f >. On note A la mesure de
Lebesgue sur R et dz pour d\(x). Si p € My a une densité h par rapport a A, on écrit
w=hA.

convolution

Soit ¢ lapplication de R? x R¢ dans R?, (x,y) — x+y.

Définition 1.6.1. Soient p,v € Myp. On appelle produit de convolution de p et v et
on note p* v la mesure sur R? image de p @ v par ¢.

D’apres (1.8), p * v est caractérisée par:
pour toute f € B (RY), /fd(,u * V) = /f(a; +y)du(z)dv(y). (1.9)
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On a donc p*xv(l) = p(l)v(l) et p*xv € My.
Supposons que p = ¢.\. On a (tout est positif)

/fd(,u*y):/f(x—i—y) ) dzdv(y /f /(;Sa;— )dv(y)) dz

et donc, si on pose
sxvia) = [ oa—y)dvly) (1.10)

¢*v < 400 A p.p.et ona (¢.\)xv = ¢xv.\. Noter que (1.10) est définie sans probleme
pour ¢ € L®(v) et v € M,,.

Supposons que p = ¢.\ et v = 1. \. On a (tout est positif)

[t = [ 16+ potawt) dudy = [ 1) [ oo - yot) dy) da,

et donc, si on pose
o *P(x /gbx— y) dy, (1.11)

¢*1 < +00 A p.p. et on a (P.\) * ( = ¢ x . \. Noter que (1.11) est définie sans
probléme pour ¢ € L®()) et 1 € L1(A )

Transformation de Fourier

Définition 1.6.2. Soit u € My. On appelle transformée de Fourier de p et on note i
la fonction sur R définie par i(t) = [ e<t*> du(z).

Vu que |e<t®>| < 1 € LY(u), t — f(t) est continue ( cor.1.3.6). Si p est symétrique
(i.e. u(A) = pu(—A)), f1 est réelle. Enfin on a

[a@)] < p(1) = [(0). (1.12)

Si on note

s

(1) = [ < pla)da, fe Ll
on a, pour p = h.\, i(t) = h(t).
Théoréme 1.6.3. Soient ju,v € My. On a p*v(t) = a(t)o(t).

Preuve:
En effet, puisque |e*<t*t¥>| <1 € LY (p®v), on a (th.1.4.2),

o(t) = / <> () (z) = / e/ <PV dp(x)dv (y)
_ / i<t g1y () / <Y du(2) = (1) (1) m
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Ce paragraphe est consacré a quelques résultats techniques utiles pour la suite.
On pose, pour ¢ > 0 et 2 € R?,

- |22
go(z) = (2mo?) "2 exp(—_3); |z =22 4+... + 3. (1.13)

On a g, € Co, [go(x)dz =1, [|2]|?g,(z)dx = od.

~ a?|t)?
Lemme 1.6.4. g5(t) = exp(——5—).

Preuve:
Soit ¢(t) = (27T)_1/2feit“e_u2/2 du, t € R. Vu que |%eit“| < |u| € LY(e ¥*/2.)\), on
peut appliquer la prop.1.3.7 et on a

¢ (t) = i(2m)~Y/? / et d(—e~"/2) = —(2m)"1/% / et /2y = —t(t)

d’olt ¢(t) = Ce*/2 = e=/2 puisque ¢(0) = 1. Alors (th.1.4.2)

d
_ i —|xl2/262 _ ; 22 /942 22042
(271'0'2) d/2/ez<t,m>e |z|?/20 dr = H(27_[_0_2) 1/2/ezthke x3 /20 dxy = e ° [t]%/2 .
k=1

Lemme 1.6.5. Pour toute f € Cy, ||g5 * f — f|| —=6—0 0.

Preuve:
Notons d’abord que

02/ go(w)dr < / 229, (2) dz < o2d.
{lz[>a} {lz[>a}

Soit € > 0. f étant uniformément continue, il existe o > 0 tel que, pour tous z,y
vérifiant |z —y| < «, |f(z) — f(y)| < £/2. Alors

g0 % £(2) |—|/gaa:— (z) - 1(4)) dy]

/ 0o (x — )| f () — F(y)|dy + / 6oz — 9 F () — F()|dy
{lz—yl<a} {lz—y|>a}

o2d
/W_ )dy+2|\fH/ (w)dr < S +2llf|1 Sy <
=2 |x|>a} 2

IN

si o est assez petit »
Corollaire 1.6.6. La famille (go % f; 0 > 0, f € Cy) est dense dans Cy.

Preuve:

On a g, * f(z) = [go(z — y)f(y) dy. Vu que |go(z —y)f(y))] < [f(y)| € L(N), on
montre facﬂement grace au cor.1.3.6, que g, x f € Cy. C) étant dense dans CY, il suffit

d’approcher les fonctions de Cy, c’est I'objet du lem.1.6.5 »
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Lemme 1.6.7. Pour toutes u,v € My,

[ gm s vi@)duta) = 2m) = [ 0 g ouyptu) dudv ).

Preuve:
Vu que, g,(z) = 0% (z/0), on a (lem.1.6.4),

e 1t?/20% Jo—1(t) = /ei<t’“>g0_1(u) du = ad/ei<t’“>g1(0u) du
et go(t) = (2m) "2 [ i<t¥> g (ou) du. On a alors
o< v@dnte) = [ gt~y dvty)duta)
= (22 [ g ) dudp(a) ()

= (202 [ gy ) [ 0 dua)) dudv()

grace au th.1.4.2 puisque [e*<*~%%> g (gu)| < |g1(ou)| € L1A@ p @ V)

Prenant v = é, dans le lem.1.6.7, on a, pour toute u € My,
/gg(x —a)du(z) = (2m)~4? /e_i<a’“>g1(0u),&(u) du. (1.14)

Si on prend v = f.\ dans le lem.1.6.7, on a pour toute u € M, et toute f € L1 () (ou
toute f € £1(\) par différence),

[ 90 % 1) duta) = @n) 2 [ gy s () dudy. (119
Nous pouvons maintenant établir 'injectivité de la transformation de Fourier.
Théoréme 1.6.8. (i) Soient p,v € My. Si, pour tout t, ji(t) = 0(t), on a p=v.
(i3) Soit p € My. Si i € LY(N), on a p = h.\ avec
y) = (2m) [ ) du

Preuve:
(i) Vu (1.15), on a, pour toute f € Ck, [ go * f(z)du(z) = [ g, * f(x) dv(z) et donc
(lem.1.6.5) [ f(z)du(z) = [ f(z)dv(x) et (lem.1.5.3) u = v.

(ii) Considérons (1.15) pour f € Cj. Lorsque 0 — 0, le terme de gauche tend vers

J f(@)dp(z) (lem.1.6.5) et e™"<¥"> gy (ou)u(u)f(y) — (2m) 92" <¥*>i(u)f(y) en
restant borné par |i(u)f(y)| € LY(A ® A). On peut donc appliquer le th. de Lebesgue
au terme de droite et on obtient a la limite,

/ £ (@) du) = (2m)~ / eIV () f () dudy

= [(en [ au ) dy = [ fant)dy
donc (lem.1.5.3) = h.\ u
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1.7. Convergences de mesures

Soient pi,, 4 € Mp. On veut donner un sens a “u, converge vers u”. La premiere idée
est de dire que p,, converge vers u si, pour tout A € B(RY), pu,(A) — u(A). Mais ceci
est tres restrictif. Par exemple si p,, = d1 € My(R), on n’a pas la convergence en ce
sens de u, vers u = §p puisque py,(]0, 1]) Zlet que p(]0,1]) = 0. On va plutét définir
la convergence en utilisant la dualité avec certains espaces de fonctions continues.

Définition 1.7.1. Soient pn,pu € Myp. On dit que p, converge vers p vaguement si,
pour toute f € Cy, [ fdu, — [ fdu, faiblement si, pour toute f € Co, [ fdu, —
[ fdu, étroitement si, pour toute f € Cy, [ fdun — [ fdu.

Evidemment la convergence étroite implique la convergence faible et la convergence
faible implique la convergence vague. Par contre, sur R, §,, converge faiblement vers
0 et pas étroitement, nd, converge vaguement vers 0 et pas faiblement. En fait pour
passer de la convergence vague a la convergence étroite, il faut ajouter la “conservation
de la masse”. C’est ce que montre la proposition suivante. Rappelons que, pour p € My
et f € Cy, on écrit aussi bien [ fdp que p(f).

Proposition 1.7.2. Soient p,, i € My. Si pu,, converge vaguement vers p et si pi, (1) —
w(1), py, converge étroitement vers .

Preuve:
On a, pour feCpet ge Cf, 0 < g <1,

ln(f) = (] < Nun(f) = pa(FO)| + lun(fg) — u(fo)| + |n(fg) — u(f)]
< I (a(1) = pa(9) + ln(fg) — u(fo) + [1F1((1) — pu(g)).

On a donc im o, | (f) = p(£)] < 2| £||((1) = i(g)). Vu qu’il existe g, € Cx, 0 < g,, < 1,
tels que g, T 1 et qu’alors u(gn) T p(1), u(1) — p(g) est arbitrairement petit et p,(f) —
wu(f). Ceci montre que p,, converge étroitement vers j u

Convergence faible

On dit que H C Cj est total dans Cj si ’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments
de H est dense dans Cj.

Proposition 1.7.3. Soient pin,,u € My et H un ensemble total dans Cy. On suppose
que, pout tout g € H, un(g) — u(g) et que A = sup,, un(1l) < 400, alors p, converge
faiblement vers u.

Preuve:
Soit V' Iespace vectoriel engendré par H. On a V = Cy et, pour toute g € V, uu,(g9) —
wu(g). Soient f € Coet g€V, on a

ln(f) — p(f)] i (f) = (@] + |1 (g) — 1(g)] + [p(g) — p(f)]

f = gllpn (1) + |pnlg) — (@)l + [1f = gllp(1).

IA A
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On a donc lim |, (f) — u(f)] < ||f — gl|(A + u(1)). Cette derniere quantité étant
arbitrairement petite, p,(f) — wu(f) et p, converge faiblement vers p u

Le théoréme suivant montre que I'ensemble {u € My, u(1) < M} est faiblement com-
pact.

Théoréme 1.7.4. Soient p, € My telles que A = sup,, pun(1) < +o0. Il existe une
sous-suite [in, et u € My telles que p,, converge faiblement vers .

Preuve:

Soit V' = {¢1,¢2,...,¢k,...} un ensemble dénombrable dense dans Cjy. On a, pour
tous n et k, |un(dr)| < Al|¢k||. La suite u,(¢1) étant bornée, il existe (ni) telle que
i} (¢1) converge; la suite /Ln}c((bg) étant bornée, il existe (n2) C (n}) telle que M"i(@)
converge;. .. La suite diagonale (n¥) est telle que ,un;g(qb) converge pour toute ¢ € V.
On pose pj, = - Pour feCypet g €V, on a

|k (f) = b ()] |1 (F) =t 1 (D) [ 1(8) = (D) + |11 (D) — oy ()]

<
< I = Sllingr (D) + 01w () = pn (@) + I1f = ¢l (D).

Dot lim , supy, |1l o (F) — pn(f)] < 24]|f — ¢||. Cette derniére quantité étant arbi-
trairement petite, u) (f) est une suite de Cauchy et donc converge pour toute f € Cy.
On pose I(f) = lim, u,,(f). Alors f — I(f) est une forme linéaire positive sur Cy, il
existe donc (th.1.5.4) u € My telle que I(f) = u(f) et p), converge faiblement vers  u

Convergence étroite

Pour le probabiliste, c’est la plus intéressante puisqu’elle conserve les probabilités!
Revenons d’abord au probleme de la convergence sur les ensembles. On a vu que p,
peut converger étroitement vers u sans que pu,(A) converge vers u(A). La question est

JE— [}
de savoir pour quels ensembles on a cette convergence. On note 0A = A\ A la frontiere
topologique de A i.e. la fermeture moins l'intérieur.

Proposition 1.7.5. Soient pin, p € My. On suppose que i, converge étroitement vers
. Alors, pour tout A € B(RY) tel que u(0A) =0, pi,(A) — u(A).

Preuve:
Il existe f,, gp € C’gr telles que g, | 1{2}» 1 1{2}’ alors 1u(gp) | p(A) et u(fp) 1T p(A).
On a donc, vu hypothese, 1(g, — fp) —p 0 et, vu que f, < Lyqy < g,

pn(fp) — 11(gp) < pn(A) — p(A) < pnlgp) — p(fp)

dott |pn (A)=p(A)] < [t (gp)—1(fp) [+t (fp)—11(gp)]. On & donc Tim p|n (A)—p(A)] <
2(u(gp) — p(fp)). Cette derniere quantité étant arbitrairement petite, p,(A) — p(A) »

Le th.1.7.4 n’est pas valable pour la convergence étroite car la “masse” de u, peut aller
a Uinfini (il suffit de considérer u,, = d,). On va préciser ce point.
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Lemme 1.7.6. Soit pu, € My une suite convergeant étroitement vers i, alors, pour
tout € > 0, il existe un compact K tel que, pour tout n, pu,(K¢) < e.

Preuve:

Pour a assez grand, pu(|z| > a) <e. Soit f € Cy telle que Ligzsat13 < f < Ligja)>ayy-
On a u(f) < e et donc, pour tout n > ng, pn(f) < e d’ott up({|z] < a+1}¢) <e. On
conclut facilement »

En fait cette condition suffit a assurer la compacité étroite, c’est le théoreme de Prokhorov.

Définition 1.7.7. Une suite p,, € My est dite tendue si, pour tout € > 0, il existe un
compact K tel que, pour tout n, u,(K°) < e.

Théoréme 1.7.8. Soit ju, € M; une suite tendue vérifiant A = sup,, pin(1) < 4o00. Il
existe une sous-suite [i,, convergeant étroitement.

Preuve:

On sait (th.1.7.4) qu'il existe une sous-suite p) = p,, convergeant faiblement vers
€ My. Soit € > 0. 1l existe, c’est 'hypothese, un compact K tel que, pour tout n,
pn, (KC¢) < € et aussi, quitte a agrandir K, u(K¢) < e.Soit f € Cp, 0 < f <1, f > Lygy.
Ona0<1—f<TLigeyet

i (1) = (1) < [y (f) = ()] + pn (1= ) + (1 = f) < | (f) = p(f)] + 2.

Donc lim ,,|u!, (1)—p(1)] < 2e et p,(1) — p(1). Vulaprop.1.7.2, u!, converge étroitement
vers (i u

Le critere suivant est essentiel en probabilités.

Théoréeme 1.7.9. Soient p,, pu € My. Alors pu,, converge étroitement vers p ssi, pour
tout t € R, i, (t) — fi(t).

Preuve:

Puisque t — e est continue bornée, u, converge étroitement vers p implique
que fi,(t) — fi(t). Réciproquement supposons que, pour tout t € R?, i, (t) — fi(t).
On a en particulier p,(1) = /i,(0) — 4(0) = p(1l) dot A = sup,, un(1) < 400 et
lfin (t)] < |fn(0)] < A. Soit f € Cy, on a, vu (1.15),

i<t,x>

/ Go * 1 (&) djin () = (27) 02 / eIV gy (o) () £ () dudy.

—1<y,u> —1<y,u>

Par hypotheses e g1(ouw)fin(u)f(y) — e g1(ou)i(u) f(y), son module étant
borné par Ag; (ou)|f(y)| € L1 (dudy). On a donc (th. de Lebesgue)

(2m)~ 2 / o™ gy (ou)fin (u) f () dudy —, (2m) =2 / T gy (ou)(w) f (y) dudy.

Ce dernier terme est égal, vu (1.15), & [ go * f(z)du(x). Donc, pour toute f € Cy,
[ 9o * f(x) dpn(x) — [ go* f(x) du(zx). Les (g5, o > 0, f € C}) étant denses (cor.1.6.6)
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dans Cy, py, converge faiblement vers p (prop.1.7.3). Comme gy, (1) — u(1), py, converge
étroitement vers p (prop.1.7.2) u

S'il est souvent facile de calculer la limite ¢(¢) de fi,(t), il est plus délicat de voir si ¢
est une transformée de Fourier. Le théoreme de P. Lévy répond a cette question.

Théoréme 1.7.10. Soient ju, € M, telles que, pour tout t € R?, ji,(t) — é(t). Si la
fonction ¢ est continue en 0, il existe up € My, telle que ¢ = i et pu, converge étroitement
vers .

Preuve:

Vu que pn(1) = f1n,(0) — ¢(0), on a sup,, i (1) = A < +00. De plus |fin(t)] < ’ﬂn(o)’ <
A et |p(t)] < A. Il existe donc (th.1.7.4) une sous-suite pp, telle que iy, converge
faiblement vers y € M;. On pose p), = fin, . D’aprés (1.14), on a, pour tout y € RY,

[ gela =) dui@) = (2m) 7 [ =gy (0u) () du
Passant a la limite en k, on a (la justification est la méme qu’au cours de la preuve du
th.1.7.9),

[ 9wt =) duta) = 2m) 2 [ &0 gy o) du.

On a donc vu (1.14)
/e_i<y’“>91(0u)ﬂ(U) du = /e_i<y7u>91(au)¢(“) du.

D’ou (th.1.6.8) fi(u)g1(ocu) = ¢(u)g1(ou) A p.p. et, g1 étant > 0, j(u) = ¢(u) A p.p.
Soit E = {i = ¢}, on a A\(E°) = 0. 1l existe donc z,, € E tel que x,, — 0. On a, pour
tout n, fi(x,) = ¢(zy,) et, les deux fonctions étant continues en 0, 1(0) = ¢(0). On a
donc p (1) = f15.(0) — ¢(0) = 1(0) = p(1) et (prop.1.7.2) ) converge étroitement vers
. On en déduit (th.1.7.9) que ¢ = [i et que u,, converge étroitement vers p u

1.8. Mesures signées

Soit (E, B) un espace mesurable.

. . . . =+ .
On a réservé le nom de “mesures” aux applications o-additives de B dans R~ mais on
peut aussi s’intéresser aux applications o-additives de B dans R.

Définition 1.8.1. On appelle mesure signée toute application p de B dans R telle que

(i) p(@) =0,

(ii) pour tous A,, € B deuz a deux disjoints et de réunion A, la série > u(Ay,) converge

et S, n(An) = n(A).

Remarquons qu’une mesure bornée est une mesure signée mais qu’une mesure non
bornée n’est pas une mesure signée a cause de la valeur +oc.
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Exemple. Soit p = p1 — pg avec pq, g mesures bornées, alors p est une mesure signée
(on verra que toutes les mesures signées sont obtenues ainsi). Si 1 et 2 ont des densités
hi et hy par rapport & une mesure A, on a p(A) = [, hdX avec h = hy —hy € LY(N). Si
on pose S = {h > 0}, on a, pour tout A, u(ANS)= [, hlisydA >0 et p(ANS) =
1) 4 hl {seydA < 0 1ie. S “porte” la partie positive de p et S “porte” la partie négative
de p. En fait cette situation est représentative du cas général et on peut montrer:

Théoréme 1.8.2. Soit u une mesure signée sur (E,B). Il existe S € B tel que, pour
tout A€ B, u(AnS) >0, u(AnSsc) <0.

On pose
p(A) = n(ANS), p(A)=—-p(ANSe), |ul=ps+p-. (1.16)

Alors 4, pi—, |p| sont des mesures bornées sur (E,B) appelées partie positive, partie
négative et valeur absolue de . On a évidemment p = py — p—. Donnons en quelques
propriétés simples.

Corollaire 1.8.3. |u| est la plus petite mesure telle que, pour tout A € B, v(A) >

(A

Preuve:

D’une part [u(A)] = |u(ANS) + p(ANS) < [u(ANS)| + (AN S)| = |ul(AN
S) + |p[(A NS¢ = |u|(A). D’autre part si, pour tout A, v(A4) > |u(A)|, on a v(A4) =
v(ANS) +v(ANS) = [u(AN )|+ [u(ANS)| = [ul(ANS) + [ul (AN S5) = [u|(A) »

Corollaire 1.8.4. Si pu = vy — vs, vy, v9 mesures bornées, on a vy > uy et vo > .

Preuve:
Onaput(A) =pANS) <vi(ANS) <vi(A) et p_(A) = —p(ANSe) <wr(AN S <
I/Q(A) [

Corollaire 1.8.5. On a, pour tout A € B, u(A) = [, hd|u| avec |h| = 1.

Preuve:

On a u(4) = p(AN ) + (AN S) = [u (AN S) ~ [u| (AN S°) = [, (Lgsy —Lgsey)dly]
Théoréme de Radon-Nikodym

Si u(A) = [, hdX est une mesure signée, on a évidemment, pour A € B, A(4) = 0
implique p(A) = 0. Il est remarquable que cette propriété suffise & caractériser les
mesures ayant une densité par rapport a A.

Définition 1.8.6. Soit A\ une mesure sur (E,B). On dit qu’une mesure signée sur
(E,B) (ou o-finie) pu est absolument continue par rapport a A si

A € B et \M(A) =0 impliquent 1(A) = 0.
On note alors ¢ < A. On a:
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Théoréme 1.8.7. On considére un espace mesuré (E,B,\), A o-finie.

(i) Soit . une mesure signée sur (E,B) telle que u < \. Il existe ¢ € L1()\), unique
un X\ p.p. prés, telle que, pour tout A € B, u(A) = [, ¢dA.

(ii) Soit u une mesure o-finie sur (E,B) telle que p < X. Il existe ¢ € B, unique a
un X\ p.p. pres, telle que, pour tout A € B, u(A) = [, ¢dA.

Preuve:

(i) Supposons d’abord g, A mesures bornées et © < A. On pose p = A+ pu. On a
L%(p) € LYp) € LY(p) et f = g p p.p. implique f = g p p.p. On peut donc définir
I(f) = [ fdupour f € L*(p) et 'on a

()l < / fldu < / Fldp < (p(E)V2( / P2 dp) 2.

Ceci montre que f + I(f) est une forme linéaire continue sur L?(p). Il existe donc
g € L%(p) telle que I(f) =< g, f > et donc g € L2(p) telle

pour toute f € £2(p), /fdu: /fgdp. (1.17)

Prenant f = 14y dans (1.17), on a, pour tout A € B,

Oﬁ/Agdpzu(A)Sp(A)Z/Aldp,

ce qui implique que 0 < g < 1 p p.p. Prenant f = L,y dans (1.17), on a u(g =
1) =p(g=1) dou A(g = 1) =0 et, vu 'hypothese, (g = 1) = 0 et enfin p(g = 1) = 0.
Onadonc0<g<1pp.p-

De (1.17) on tire, puisque p = A + u, pour toute f € L2(p), [ f(1 —g)du = [ fgdX.
Par limite croissante, on a

pour toute f € BT, /f(l —g)du = /fgd)\. (1.18)

1
Prenant f = 1 {_Ai] dans (1.18), on a u(A) = [, ¢ dX avec ¢ = I g 7

(ii) Supposons maintenant g mesure signée, A mesure bornée et p < A. Puisque
|u[(A) = p(ANS) — u(ANS*) =0si AM(A) =0, on a |u| < A Donc |u| = ¢.\ et
(cor.1.8.5) pu = ¢h.\.

(iii) Ces résultats s’étendent immédiatement au cas o-fini en “découpant” E.

Enfin 'unicité résulte facilement de la propriété (iv) 1.3.3. s

Soit g une mesure signée sur (E,B). On a (cor.1.8.5), u = h.|u| avec |h| = 1. Si

f € L(|p]), on définit
[ = [ sl
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Revenons au cas ot £ = R% On note M, I'ensemble des mesures signées sur B(R%).
Sipe Mset feCy=Co(RY), posons I(f) = [ fdu. On a |[I(f)| = | [ fhdlu|| <
[1fldp| < |u|(RY)||f]]. Donc f + I(f) est une forme linéaire continue sur C. En fait,
elles sont toutes de cette forme:

Théoréme 1.8.8. Soit f — I(f) une forme linéaire continue sur Cy. Il existe y € Mg
unique telle que, pour toute f € Co, I(f) = [ fdp.
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Chapitre 2

Notions de probabilités

2.1. Espace de probabilité

Tout commence par:

Définition 2.1.1. On appelle espace de probabilité un triplet (2, A,P) ou (Q2,.A) est
un espace mesurable et P une probabilité sur A.

Les éléments de A s’appellent des événements. Pour des événements A et B, on écrira
indifféremment AN B ou AB.

Premiéres propriétés. A,, A, B étant des événements,

(i) P(A°) =1—-P(A), si AC B, P(A) <P(B),

(ii)) PLAUB) =P(A) + P(B) - P(AN B), P(UA,) < > P(A,)
(iii) si A, T A, P(A,) TP(A), si 4, | A, P(A4,) | P(A)

Rappelons qu’un sous-ensemble B de €2 est dit négligeable si B C A € A tel que P(A) =
0. Une propriété dépendant de w est vraie presque strement, en abrégé p.s., si elle est
vraie en dehors d’'un ensemble négligeable. Notons qu’'un ensemble négligeable n’est
pas toujours un événement sauf si 'espace (€2, A,P) est complet. On peut cependant
toujours se ramener a ce cas. Voir a ce sujet 1.2.3.

Probabilité conditionnelle.

Définition 2.1.2. Soient A,B € A avec P(B) > 0. On appelle probabilité condition-
nelle de A sachant B et on note P(A|B) la quantité P(AN B)/P(B).

Noter que A — P(A|B) est une probabilité sur (£2,.4). La proposition suivante s’appelle
la formule de Bayes.

Proposition 2.1.3. Soient (B, n € N) une partition de Q avec B, € A et P(B,,) > 0.
On a, pour tout A € A tel que P(A) > 0 et tout n,

 P(B)P(AIB)
FBA) = = BB AlBY)
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Preuve:

On a P(B,|A) = ]P’%&fn) - P<Bnﬂg}f})‘"3"> et P(A) = 3, P(ANBy,) = 3., P(By,)P(A|By)

Proposition 2.1.4. Soient Ay, ..., A, des événements tels que P(Ay ... A,) > 0. Alors
P(A;... A,) =P(A)P(A3]A)P(A3]A1As) .. . P(AL|Ay ... A1),

Preuve:
Par récurrence g

Si P(A|B) = P(A), Poccurrence de A n’est pas influencée par celle de B, on dit que
les événements A et B sont indépendants. Ceci s’écrit aussi P(AN B) = P(A)P(B). On
voit facilement qu’alors A et B¢, A€ et B, A¢ et B¢ sont aussi indépendants. En fait
ce sont les tribus o(A) = {Q,0, A, A°} et o(B) = {Q, 0, B, B°} qui sont indépendantes.
Nous développerons cette notion en 2.2.

Variables aléatoires.

Les variables aléatoires sont les fonctions qui dépendent du hasard, celui-ci étant
modélisé par le tirage d’un point w € €.

Définition 2.1.5. On appelle variable aléatoire (en abrégé v.a.) a valeurs (E, &) toute
application mesurable de (2, A) dans (E,E).

Si E est dénombrable et £ = P(FE), on parle de v.a. discrete,
SiE=R" et &= B(@Jr), on parle de v.a. positive,

si E =Ret &= B(R), on parle de v.a. réelle (v.a.r.),

si E=R? et &= B(R?), on parle de v.a. vectorielle,

si E =C et &= B(C), on parle de v.a. complexe.
Définition 2.1.6. Soit X une v.a.
e Si X est positive, on appelle espérance de X et on note E(X) la quantité fXd]P’.

o Si X est réelle, telle que E|X| < 400, on appelle espérance de X et on note E(X)
la quantité [ XdP.

Définition 2.1.7. Soit X une v.a. a valeurs (E,£). On appelle loi de X et on note
wux la mesure image (prop.1.3.11) de P par X.

11 résulte de la prop.1.3.11 que px est la probabilité sur (E, &) définie par
pxM) =P(X eM) o {X el ={weQ, X(w)el'}=X"YT), (2.1)

et que
pour toute f € ETULYE, &, ux), E(f(X)) = /fduX. (2.2)
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Proposition 2.1.8. Soient X une v.a. a valeurs (E,&) et ¢ une application mesurable
de (E,&) dans (F,F), alors Y = ¢(X) est une v.a. a valeurs (F,F) et la loi de Y est
[tmage par ¢ de la loi de X.

Preuve:
Le premier point résulte de ce que la composée de deux applications mesurables est
mesurable. Quant au second, on a, pour f € FT,

/ fduy = E(f(Y)) = E(f(6(X))) = / foddux

i.e. (prop.1.3.11) py est 'image par ¢ de px »
Exemples. Il y a deux situations fondamentales.

(i) X est discrete i.e. E est dénombrable. La loi px est alors déterminée par la famille
(ux(x), z € E) ou ux(z) =P(X =x) et 'on a

pour toute f >0, E(f(X)) =) f(z)ux(z).

zel

(ii) X est vectorielle i.e. & valeurs R? et uy = hx.\, A étant la mesure de Lebesgue sur
R?. On dit alors que X est une v.a. de densité hx. Dans ce cas, on a,

pour toute f € BY(RY), E(f(X)) = /fhx dA.

2.2. Indépendance

Toutes les tribus considérées sont des sous-tribus de A.

Tribus indépendantes.

Définition 2.2.1. Des tribus B;, i = 1,...,n sont dites indépendantes si

pour tous A; € By, P(NiL4;) = HIP’(AZ-).
i=1

Une famille quelconque (B;, i € I) de tribus est dite indépendante si toute sous famille
finie est indépendante.

Cette définition a comme conséquence évidente mais importante:

Lemme 2.2.2. Si les tribus (B;, i € I) sont indépendantes et si, pour chaque i € I, B,
est une sous-tribu de B;, les tribus (B., i € I) sont indépendantes.
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Proposition 2.2.3. Soient C,, C P(Q), k =1,...,n des classes stables par intersection
finie et contenant . On suppose que

n
pour tous A € Cg, k=1,.. P(Np_,Ax) = H (2.3)
k=1
Alors les tribus o(Cy), k = 1,...,n, sont indépendantes.
Preuve:
On considere la propriété pour k =1,...,n,

(Pp):VAi €0(C), i=1,....k—1,VA; €C;, i =k,...,n, P(N}_ Ap)) = [[ P().

Par hypothese (P;) est vraie. Supposons (P, ). On pose

M={B,VA; €0(C),i=1,....,r—1, VA, €C;, i=r+1,...,n,
P(Ay... A, _1BA+1...A,) =P(A ) ..P(Ar_l)IP’(B)IP’(AHl)...}P’(An)}.

M contient €, est stable par limite croissante et contient, vu (P;), C, donc (prop.1.1.1)
M contient o(C,) et (Pr41) est vraie. On a donc (P,,) qui est le résultat cherché

Enfin on a “’'indépendance par paquets”:

Proposition 2.2.4. Soient (B;, i € I) des tribus indépendantes et (I;, j € J) une
partition de I. Alors les tribus (o(B;, i € I;), j € J) sont indépendantes.

Preuve:
Il suffit de considérer le cas J fini. Soit

C; ={B, B=A14y... Ay, A}, € Ui, B;}.

Vu l'indépendance des B;, on a, pour tous B; € C;, P(NB;) = [[P(B;). Mais les C; sont
stables par intersection finie, 2 € C; et 0(C;) = o(B;, i € I;). On applique la prop.2.2.3

Variables aléatoires indépendantes.

Définition 2.2.5. Des v.a. (X;,i € I) a valeurs (E;, ;) sont dites indépendantes si les
tribus (o(X;), i € I) sont indépendantes.

Des événements (A;,i € I) sont dits indépendants si les tribus (o(A;), i € I) sont
indépendantes.

On a immédiatement,

Lemme 2.2.6. Si les tribus (B;, i € I) sont indépendantes et si, pour chaque i € I, X;
est une v.a. B;-mesurable, les v.a. (X;, i € I) sont indépendantes.
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Preuve:
On remarque que o(X;) C B; et on applique le lem.2.2.2 4

Le résultat essentiel est:

Théoréme 2.2.7. Soient X; des v.a. a valeurs (E;, &) i = 1,...,n. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes:

(i) Les v.a. X1,...,X, sont indépendantes.
(li) Pour tous T'; € Ei; P(Xl el,..., X, € Pn) = P(Xl € Fl) .. ]P)(Xn S Fn)

(iii) Pour tous I'; € D;, P(X; € I'y,..., X, € T,) = P(X; € I'1)...P(z, € T,) o1,
pour chaque i, D; est une classe stable par intersection finie, contenant E; et telle
que O'(DZ) = &

(iv) Pour toutes f; € & (resp. f; € b&;), E(f1(X1) ... fu(X0)) = E(f1(X1)) ... E(fn(X0)).

(V) B(X1Xn) = X @ o @ fix, -

Preuve:
(i)e(ii). Clest la définition.

(ii)=(v). On a, pour tous I'; € &;,
Pxr X (D X X ) = pux (T1) - opx, (Tn)

ce qui entraine 1'égalité des mesures (th.1.4.1).

(v)=(iv). C’est le th.1.4.1 ou le th.1.4.2.

(iv)=-(iii). On prend f; = Lyp,y.

(iii)=(ii). On applique la prop.2.2.3 aux C; = {X; /(T'), T € D;} u

Corollaire 2.2.8. Soient X1,...,X, des v.a.r., il y a équivalence entre
(i) Les v.a. Xq,...,X, sont indépendantes.
(ii) Pour tous a;,b; € R,

Pla; < X1 <by,...,an < Xp <bp)=Pla; < X1 <by)...Pla, < X, <by).
(iii) Pour toutes f; continues a support compact

E(f1(X1) - fo(Xn)) = E(f1(X1)) - - E(fn(Xn))-

Preuve:
Il suffit de remarquer que (iii)=-(ii) puisque Lg,pn = lim T fp avec fr, € Cj et
d’appliquer le th.2.2.7

Corollaire 2.2.9. Soient X1,..., X, des v.a.r. intégrables indépendantes. Alors le pro-
duit Xy ... X, est intégrable et E(X; ... X,) =E(X1)...E(X,).
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Preuve:
On a, vu (iv), E[X; ... X,| = E[X1]...E|X,| < +oc. Donc X1 ... Xy, € L' (p(x, ... x,))
et on applique (v) et le th. de Fubini «

Remarque 1. Si les v.a. Xq,...,X,, sont a valeurs E; dénombrables, une condition
nécessaire et suffisante d’indépendance est (il suffit de sommer)

Vx; € E;, ]P)(Xl =21,...,Xp = ﬂj‘n) = P(Xl = 33‘1) .. ]P)(Xn = ﬂj‘n)

Remarque 2. Attention. On peut avoir X indépendante de Y, X indépendante de
Z sans que X soit indépendante de (Y, Z). Par exemple soient X et Y deux v.a.
indépendantes telles que P(X = 1) = P(Y =1) = P(X = -1) = P(Y = 1) = 4.
On pose Z = XY. On a encore P(Z = 1) = P(Z = —1) = . On vérifie facilement
que X et Z sont indépendantes (en effet P(X =1,Z=1)=P(X =1,Y =1) = 1 =
P(X =1)P(Z =1),...). Mais X n’est pas indépendante de Z/Y = X car ceci implique
X = C'. En fait la classe C = {A, A={Y € T'1} ou A = {Z € I's}} n’est pas stable

par intersection.

Loi 0-1.

Proposition 2.2.10. Soit X1,...,X,,... une suite de v.a. indépendantes. On pose
B = Mp>10(Xg, k> n).

Alors, pour tout A € By, P(A) = 0 ou 1. De plus, si X est une v.a.r. Boo-mesurable
alors X est p.s. constante.

Preuve:

Posons A, = (X, kK < n), Axx = 0(Xi, k > 0), B, = 0(Xg, k > n). D’apres la
prop.2.2.4, A,, est indépendante de By, 11 et de Boo C Bj+1. Donc By, est indépendante
de A (prop.2.2.3 appliquée & UA,,) mais By, C Ao d’olt By est indépendante d’elle
méme. Si A € By, on a donc P(A) = P(AN A) =P(A)P(A) i.e. P(A) =0o0u 1. Si X
est une v.a. Boo-mesurable, P(X < a) =0 ou 1. Donc si ¢ = sup(a, P(X < a)=0),

PX=c)=lm|P(X <c+e)—lmTP(X <c—e€)=1na
Applications. Soit X1,...,X,,... unesuite de v.a.r. indépendantes. On a {>_ X,, converge}

€ By donc une série de v.a.r. indépendantes converge p.s. ou diverge p.s. De méme
lim %(Xl + ...+ X,,) est une v.a. Bo,-mesurable et donc cette lim est p.s. constante.

Lemme de Borel-Cantelli.

Rappelons que, pour des événements A,
lim A, =Ny, Uk>n A =lim |, UanAk.
On a donc lim A, = {w, w € A, pour une infinité¢ de n} = {3, Lya,} = +oo}.

Proposition 2.2.11. Soit (A,, n > 0) une suite d’événements.
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(i) Si Y, P(A,) < +oo, P(lim A,) = 0.
(ii) Siles A,, sont indépendants et si ., P(A,) = +oo, P(lim 4,) =1

Preuve:

(i) On a

P(lim Ay) = lim |, P(Upspn ) < lim [, > P(Ag) = 0.
k=n

(ii) Vu l'inégalité 1 —u < e™" et I'indépendance des AS, on a

PN, Ar) = H P(AR) = [T —P(Ap) < exp(= D P(A))
k=n k=n

donc P(Mp2,A%) = lim |, P(ML,Af) = 0si Y P(A,) = +oc.

Passant au complémentaire, on a P(US2, Ax) =1 et P(lim A,) =1 «

2.3. Variables aléatoires réelles

Dans la suite LP désigne LP(2, A,P). On ne distinguera pas deux v.a.r. égales p.s. ce
qui fait qu’on désigne par X aussi bien la v.a. X que sa classe d’équivalence dans L.
En particulier on écrira pour une v.a. X € LP aussi bien que X € LP.

Moments.

Remarquons que LP C L si p > ¢ puisqu‘alors | X7 < 1+ | X]|P.

Définition 2.3.1. Soit X une v.a.r. Pour p € [1,+o0], E|X|P s’appelle moment absolu
d’ordre p de X ; pour p € N*, si X € LP, E(XP) s’appelle moment d’ordre p de X.

Notons que E|X P = [ |zP dux(x), E(XP) = [P dux(x). Les deux moments les plus
importants sont le moment d’ordre 1 qui n’est rien d’autre que 'espérance de X (on
dit aussi la moyenne de X) et le moment d’ordre 2. On pose, pour X € L2,

Var(X) = E(X — E(X))% (2.4)
On a Var(X) = E(X?) — (E(X))? et

Lemme 2.3.2. $i X € L?, E(X — a)? est minimum pour a = E(X) et ce minimum
est Var(X).

Preuve:
En effet, si m = E(X), E(X —a)2 =E(X —m)?+ (m —a)? «

On note aussi Jg( pour Var(X), ox s’appelle I'écart type. Une v.a. X € Ll est dite
centrée si E(X) = 0. Une v.a. X € L? est dite centrée réduite si E(X) =0 et E(X?) =
Var(X) = 1. Noter que, si X € L%, o' (X — E(X)) est centrée réduite.
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Proposition 2.3.3. (i) Soit X € LP, p > 1. On a pour tout A > 0,

1

= P

P(|X|>\) < APE\X] .
(ii) Soit X € L?. On a X\ > 0,
1
P(|IX —E(X)| >\ < VVar(X).

Preuve:
(i) On remarque que ML x>\ < |X|P et on prend I'espérance.
(ii) On applique (i) & | X — E(X)| «
La premiéere de ces inégalités s’appellent I'inégalité de Markov, la seconde I'inégalité de

Bienaymé-Tchebichev. Montrons maintenant 1’inégalité de Jensen.

Proposition 2.3.4. Soit X une v.a.r. et f une application convexe de R dans R. On
suppose X et f(X) intégrables. Alors f(E(X)) < E(f(X)).

Preuve:
Soit m = E(X). La fonction f étant convexe, il existe une droite passant par (m, f(m))
et située sous le graphe de f i.e. une fonction affine a(x) = a(x—m)+f(m) < f(x) pour
tout x € R. On adonc a(X—m)+f(m) < f(X) et, prenant 'espérance f(m) < E(f(X))

Lois usuelles sur R.

a. Loi hypergéométrique. Une urne contient n boules, ny blanches et no noires. On en
tire r sans remise. Soit X le nombre de boules blanches obtenues. On a
OIE OT—(E
P(X:m):%, 0<z<ng, 0<r—ax<ns.
n

b. Loi binomiale B(r,p), 0 < p < 1, r € N. Une urne contient n boules, n; blanches et
ng noires. On en tire r avec remise. Soit X le nombre de boules blanches obtenues. On
a, posant p = ni/n,

PX=z)=Cp*1—p) " 0<z<r
On a E(X) = rp, Var(X) = rp(1 — p).
c. Loi de Poisson P(\), A > 0. C’est la loi sur N définie par
)\SC
Ea

Si X est une v.a. de loi P(\), ce qu'on note X ~ P(A), on a E(X) = A, Var(X) = A\

,u(:z:):e_)‘ x=0,1,...,n,...

d. Loi géométrique de parametre a, 0 < a < 1. C’est la loi sur N définie par

wx)=>1-a)a”, z=0,1,...,n,...
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e. Loi uniforme sur [a,b] notée U(a,b). C'est la loi sur R de densité

1
h(z) = mﬂ{[mb]}(ﬂf).

Si X ~U(a,b), E(X) = aTer, Var(X) = (b]S)Q'

f. Loi gamma de parametre a,c, a > 0, ¢ > 0, notée G(a,c). Rappelons que la fonction

“+oo
I'(a) = /0 e " L dx (2.5)

est définie pour tout a > 0 et que l'on a I'(a + 1) = al'(a) et I'(n) = (n — 1)!. Donc

Cll

I'(a)

_ —cz ,.a—1
hac(x) = e “r 1{R+}(m) (2.6)

est une densité de probabilité sur R. La loi de densité h, . s’appelle la loi G(a,c). On
a, si X ~ G(a,c), E(X) =a/c, Var(X) = a/c?.

g. Loi normale ou de Gauss N1(m,o?). On appelle loi Ni(m,0?) la loi sur R de densité

1 _@=m)? 27)
e 202 . .
oV 2w

Si X ~ Ni(m,0?), E(X) = m, Var(X) = o2 Notons que si X ~ Ni(0,1), Y =
m+oX ~ Ni(m,o?).

fm,ch ($) =

Fonction de répartition.

Définition 2.3.5. Soit X wune v.a.r de loi ux. La fonction Fx(t) = P(X < t) =
wux (] — oo, t]) s’appelle la fonction de répartition de X.

La fonction F'y est croissante, continue & droite et limy—, o, Fix (t) = 0, limy 1o Fx (t) =
1. La fonction Fx a donc des limites & gauche qu’on note F'x(t—). On a alors

(X = 1) = jux ({t}) = Fx(t) — Fx(t-).

Si X a une densité h, on a Fx(t) = ffoo h(u) du ce qui implique F'(t) = h(t) p.p.

Plus généralement on appelle fonction de répartition toute application de R dans R
croissante de 0 a 1 et continue a droite. Le th.1.2.5 montre que toute fonction de
répartition F' est la fonction de répartition d’une probabilité sur R et donc qu’il existe
une v.a. X de fonction de répartition F. Le théoreme suivant fournit un moyen de
construire une telle v.a. & partir d’une v.a. de loi U(0, 1).

Théoréme 2.3.6. Soient F' une fonction de répartition et U une v.a.r de loi U(0,1).
On pose F~Y(u) = inf(t, F(t) > u). Alors X = F~Y(U) a pour fonction de répartition
F.
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Preuve:
Vu la continuité & droite de F', on a {t, F(t) > u} = [F~1(u), +oo[ et donc

u< Ft)e F(u) <t

Alors P(X < t) = P(F1(U) <t) = P(U < F(t)) = F(t) et X a pour fonction de
répartition F' g

2.4. Variables aléatoires vectorielles
Notations.
e On note, pour = = (21,...,24) € RY, |z| = (2 + ... + 22)1/2,

e On note M’ la matrice transposée de la matrice M. On peut représenter z € R¢
par un vecteur colonne i.e. une matrice d x 1 et on écrira indifferemment = =
(x1,...,2q) ou & = (x1...24). Pour z = (x1...24) et y = (y1...y4)’, on a
ry=x1y1 + ...+ xqyqs =< z,y > et zy’ est la matrice de terme général x;y;.

e Onnote L) = {X = (X1,..., Xy), E[X|P < 4+o0}.
e Si X € L}, on note E(X) = (E(Xy),...,E(Xq)).

X = (Xq,...,Xy) est un vecteur aléatoire ssi, pour k = 1,...,d, X} est une v.a.r. Ceci
entraine:

Proposition 2.4.1. Soient X1,...,X, des v.a.r. et F, = 0(X1,...,X,). Une v.a.r.
Y est Fp-mesurable ssi Y = f(X1,...,X,) avec f fonction borélienne sur RY.

Preuve:
Soit X = (X1,...,X,). On a F, = o(X) et il suffit d’appliquer la prop.1.1.4 5

Soit X = (X7y,...,Xy) un vecteur aléatoire. Les lois px,,...,ux, s’appellent les lois
marginales de X. On sait (th.2.2.7) que les composantes X7, ..., X sont indépendantes
ssipx = px, ®... QR px,. Si X a une densité h, on a immédiatement:

Lemme 2.4.2. Soit X un vecteur aléatoire de densité h. Les composantes X1,...,Xq
sont indépendantes ssi h(x1,...,xq) = gi1(x1)...ga(xq) p-p. et alors Xy a pour densité
hx, (u) = gi(w)/ [ gr(v) dv.

Rappelons la formule de changement de variables dans R?. Si ¢ est un difféomorphisme
de ouvert U sur Pouvert V, on a, pour toute f € B (R?),

/ f(v) dv = / @) T () ()] du. (2.8)
1% U

ou J(¢) est le déterminant de la matrice des %. Il en résulte:
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Proposition 2.4.3. Soit X un vecteur aléatoire de densité h. On suppose que X € D
p.s., D ouvert de RY. Soient ¢ un difféomorphisme de D sur un ouvert A et Y = (X),
alors Y a pour densité

R~ )W) (W) Lay (v).

Preuve:
On a, pour toute f € BT(RY),

E(f(Y)) = E(f($(X))) = /D F6()h(x) dr = /A F@RE @)Y ()] dy

Exemple. Soient X et Y des v.a.r. indépendantes de lois respectives G(a,c) et G(b, ¢)
(2.6), a,b,c >0 .0Onpose S=X+Y,T= XLJFY On veut calculer la loi du couple
(S,T). Vu l'indépendance, le couple (X,Y) a pour densité

e—c(m—&-y)xa—lyb—l]]_{}07+00[} (.ZE)]].{}()H,—OO[} (y)-

hX,Y($7y) =
Soit ¢ l'application (z,y) — (s = x +y, t = :cLer) ¢ est un difféomorphisme de
10, +00[x]0, +-00[ sur ]0, +00[x]0,1[. De plus J(¢~1)(s,t) = —s. La densité de (S,T)
est donc (prop.2.4.3)

ca—l—b

hsir(s:1) = T

e—cssa-i-b—lta—l(]_ — t)b_l]]_{}07+oo[}(3)]]-{}071[} (t)

Le lem.2.4.2 montre que S et T sont indépendantes, que S a pour densité

Ca+b

—cs ,a+b—
hS(S) = me S + 1]].{}074'_00[}(8)

ie. S~ G(a+b,c) et que T a pour densité

I'(a+b)

") = Tare)

(L= 6)" o, (1)

Puisque hp est une densité de probabilité, on a montré au passage la formule
1
I'(a)I'(b
/ ta_l(]. . t)b_l dt = (a) ( )
0 P(a + b)

Covariance.

Soient U et V deux v.a.r. de carré intégrable. On appelle covariance de U et V la
quantité

Cov(U, V) =E[(U -EU))(V-E(V))]=EUV) -EU)E(V).
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(U, V) = Cov(U,V) est une forme bilinéaire et Cov(U,U) = Var(U). Si U et V sont
indépendantes, Cov(U,V) = 0. On appelle coefficient de corrélation de U et V la
quantité

oyov
Ona |pyv|<1let|pyy|=1ssialU+bV +c=0ps.
Plus généralement on pose, pour X € Lfl

K(X) =E[(X - E(X))(X —E(X))'] = E(XX') — E(X)[E(X)]". (2.9)
K(X) s’appelle la matrice de covariance de X. On a K;;j(X) = Cov(X;, X;). Notons
que, si les composantes X1, ..., Xy sont indépendantes, K (X) est diagonale.

Proposition 2.4.4. Soit X € Lfl. On a

(i) K(aX)=a?K(X), a € R; K(X +a) = K(X), a € R?; K'(X) = K(X).
(ii) Pour tout A € RY, NK(X)\ > 0.

(iii) Soit M une matrice déterministe r x d, on a K(MX) = MK(X)M'.

Preuve:
(i) résulte de la définition (2.9)

(ii) Vu (i), on peut supposer E(X) = 0. Alors
NE(X)A = NEXX)A=EWNXX')\) =ENX|?>0.
(iii) Vu (i), on peut supposer E(X) = 0. Alors
KMX)=EMX(MX))=EMXX'M") = ME(XX')M' = MK(X)M' «
Les points (i) et (ii) montrent que K (X) est symétrique semi-définie positive.

Théoréme 2.4.5. Soient X,Y € Lg des vecteurs aléatoires indépendants, on a K (X +
Y)=K(X)+ K(Y). En particulier, si d =1, Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) si les
v.a.r. X et'Y sont indépendantes.

Preuve:

On peut supposer E(X) = E(Y) = 0. Alors K(X +Y) = E(X +7Y)
E(XX') +E(YY’) puisque, vu I'indépendance, E(XY') = E(X)E(Y') =
EYX')=0 a

Proposition 2.4.6. Soit X € L2. On a P(X —E(X) € ImK (X)) = 1.

(X +Y)) =
0 et de méme

Preuve:
Comme toujours on peut supposer E(X) = 0. Soit V =Im K(X). Sidim(V) =d, iln’y
a rien a montrer. Supposons dim(V') = r < d. Il existe aq,...,aq_, € Ker(X) tels que
zeVssiaex=0,k=1,...,d—r (pour voir cela il suffit de se placer dans une base
ou K(X) est diagonale). On a alors, vu la prop.2.4.4,

E(a),X)? = Var(a},X) = K(a,X) = a;,K(X)ar =0

dota; X =0ps.et X €V ps. a
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2.5. Convergence des suites de variables aléatoires

Le chapitre 5 sur les martingales étant en grande partie consacré a ce sujet, on se
contente de présenter les différents types de convergence et d’énoncer la loi des grands
nombres. La convergence en loi, qui n’est que tres peu utilisée dans la suite, est rejetée
en annexe. Pour z € RY, |z| désigne une norme quelconque, les définitions ci-dessous
étant indépendantes du choix de cette norme.

Les différents modes de convergence.
Définition 2.5.1. Soient X,, et X des v.a. d valeurs RY.

o On dit que la suite X,, converge en probabilité vers la v.a. X si, pour tout ¢ > 0,
P(|X, — X| >¢) —, 0.

e On dit que la suite X,, converge presque sirement (en abrégé p.s.) vers la v.a. X
siP{w; Xp(w) —p X(w)} =1.

o On dit que la suite X,, converge vers la v.a. X dans LP?, 1 <p < +o0, 51 X,,, X €
L? et si E| X, — X|P —, 0.

On vérifie immédiatement que X,, = (X, 1,..., X, q) converge vers X = (X1...,Xy) en
un des sens ci-dessus ssi, pour k = 1,...,d, X, ; converge vers X}, dans le méme sens. On
ne considérera donc plus que des v.a. réelles. De plus ces convergences sont compatibles
avec la structure d’espace vectoriel, c’est a dire que si deux suites convergent, il en
est de méme de toute combinaison linéaire et la limite est la combinaison linéaire des
limites.

On note, X étant une v.a.r., || X||, = (E]X|p)%. Vu l'inégalité de Holder (1.6), on a,
pour 1 < p <gq, ||X||, < || X]|q et donc la convergence dans L? implique la convergence
dans LP. En particulier la convergence dans L? implique la convergence dans L'. La
convergence dans L' s’appelle aussi la convergence en moyenne, la convergence dans
L? s’appelle aussi la convergence en moyenne quadratique.

La définition de la convergence p.s. signifie qu’il existe un ensemble QCQde proba-
bilité 1 vérifiant:

Vw e, Ve >0, AN tel que n > N = | X, (w) — X(w)| < ¢

ou encore, en posant Q. = Un>0 Np>n {|Xn — X| < e} et Q= Ne>0fde, on devrait
avoir ]P’(fl) = 1. Le probleme est que, pour définir §~2, on utilise une intersection non
dénombrable et qu’il n’est donc pas clair que cet ensemble soit mesurable. Fort heureuse-
ment, c’est bien le cas car 'application ¢ — (). est croissante et donc Q= NpS/p-
Toute intersection dénombrable d’ensemble de probabilité 1 étant de probabilité 1, la

convergence p.s. est donc équivalente a:
Ve > 0, P(Unso Mp>n {1 X — X[ <e}) =1

Autrement dit:
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Proposition 2.5.2. La suite X,, converge presque surement (en abrégé p.s.) vers la
v.a. X ssi pour tout € > 0, P{Up>p (| Xx — X| > ¢)} — 0.

Proposition 2.5.3. La convergence dans L' implique la convergence en probabilité, la
convergence p.s. implique la convergence en probabilité.

Preuve:
(i) D’aprés I'inégalité de Markov (prop.2.3.3), P(|X,, — X| > ¢) < e 'E|X,, — X| ce qui

montre le premier point.
(ii) C’est une conséquence immédiate de la prop.2.5.2 u

Notons que si X,, converge en probabilité vers X et vers Y, on a P(|X — Y| > ¢) <
P(|X - Xy > 5) +P(|X,, = Y| > 5) =p 0et donc P(|X —Y[>0)=0et X =Y pus.
Ceci implique, vu la prop.2.5.3, que les limites de X,, en les différents sens sont p.s.
uniques et égales.

Exemple. Soit X,, une suite de v.a.r. indépendantes telles que P(X, = a,) = pp,
P(X, =0) =1— p,. On suppose 0 < p, < 1, p, —p 0 et a, > 1.

a. On a, pour € €]0,1[, P(|X,| > ¢) = P(X,, > €) = p, et X, —, 0 en probabilité.

b. On a } P(X, > 0) = 3 py donc, si ) p, < +00, on a (prop.2.2.11) que {X,, > 0}
n’a p.s. lieu que pour un nombre fini de n donc X,, —, 0 p.s. Réciproquement si
> pn = +00, on a (prop.2.2.11) que {X,, = a,} a p.s. lieu pour une infinité de n donc
X, ne converge pas p.s. vers 0. Donc X,, —, 0 p.s. ssi > p, < +o0.

c. E|X,| = E(X,,) = aupn. Donc X,, —, 0 dans L' ssi a,p, —n 0.

d. E(X2) = a2p,. Donc X,, —, 0 dans L? ssi a2p,, —, 0.

—, ap = 1, X, converge vers 0 dans L' mais pas p.s. Si on choisit

Pn = n%, a, = n?, X, converge vers 0 p.s. mais pas dans L. Si on choisit p, = n%,
a, = n, X, converge vers 0 dans L' mais pas dans L?.

Si on choisit p, = +

Critéres de convergence p.s.

Proposition 2.5.4. Si, pour tout e >0, Y P(|X,, — X| > ¢) < 400, alors la suite X,
converge p.s. vers X.

Preuve:

P{Uizn(|Xi — X| > )} < Y P{(IX) — X| > €)}

k=n
11 suffit alors d’utiliser la prop.2.5.2 »

On en déduit les corollaires suivants:

Corollaire 2.5.5. S’il existe une suite €, > 0, avec lime, = 0 et > P(| X, — X| >
€n) < 400, alors la suite X,, converge p.s. vers X.
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Corollaire 2.5.6. De toute suite X, convergeant en probabilité, on peut extraire une
sous-suite X, convergeant p.s.

Preuve:

Vu que, pour tout k, P(|X, — X| > 2=*+1) — 0, on peut construire une suite
croissante ny, telle que P(|X,,, — X| > 27Dy < 2=+ 11 suffit alors d’utiliser le
corollaire 2.5.54

Les deux résultats suivants s’appuient sur la propriété de Cauchy des suites convergentes
dans R:

Proposition 2.5.7. Soit X,, une suite de v.a.r. Si Y P(|Xp41—Xn| > €n) < +00 pour
une suite e, > 0 vérifiant Y e, < +o0, la suite X,, converge p.s.

Preuve:
D’apres le lemme de Borel-Cantelli (prop.2.2.11), il existe un ensemble €2 de prob-
abilité 1 tel que pour tout w € €, il existe ng(w) tel que, pour tout n > ngp(w),
| Xpt1(w) — Xy (w)| < e&p. On a done, pour n > m > ng(w),

n—1

n—1
| Xn(@) = X (@) € D [ Xp1 (@) = Xp(@)] < ) e
k=m

k=m
Vu la convergence de Y e, ceci implique que X, (w) est une suite de Cauchy et donc
Xp(w) converge u

Proposition 2.5.8. Une suite X,, de v.a.r. converge p.s. ssi, pour tout € > 0,

lim P(sup |Xptn — Xn| >€) =0
N=eo  p20

Preuve:

Une suite converge p.s. si et seulement si elle est de Cauchy pour presque tout w.

Autrement dit, il existe un ensemble 2 C € de probabilité 1 vérifiant:

Vw € Q, Ve >0, 3N tel que p,q > N = | Xp(w) — Xg(w)| < e

ou encore, en posant Q. = Un>0 N(p,q)>0 {|XNgp — XNq| < e} et Q= Ne>0f2s, on
devrait avoir P(ﬁ) = 1. Le probleme est que, pour définir §~2, on utilise de nouveau
une intersection non dénombrable et qu’il n’est donc pas clair que cet ensemble soit
mesurable. Comme dans le cas précédent, il suffit de remarquer que ’application € — ),
est croissante et donc 0 = NpS2y/p. Toute intersection dénombrable d’ensemble de

probabilité 1 étant de probabilité 1, la convergence p.s. est donc équivalente a:
Ve >0, P (Unz0Npgs0 {IXN+p — Xntqgl <e}) =1
Soit € > 0. On pose An = Uy, q)>0(|Xptn — Xn1q| > €)), on a alors
AN C (Up>o(|Xp+n — Xn| > €/2)) U (Ugzo(|Xg+n — Xn| > €/2))

La propriété de ’énoncé implique que lim y P(Ax) = 0 et la suite A étant décroissante,
on obtient que I'ensemble Q. = Un(Np¢>0(| Xp+n — XN+¢| < €)) est de probabilité 1. o
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2.6. Intégrabilité uniforme.

Soit X une v.a.r. intégrable. On a |X| < +o0 p.s. et donc | X |1y x|>q3 — 0 p.s. lorsque
a — +o0. Puisque | X |1 x|sqy < [X] € L', on a (th. de Lebesgue) E(X|L{x|>a}) —a—+too
0. Ceci est a la base de la notion d’uniforme intégrabilité (on dit aussi équi-intégrabilité).

Définition 2.6.1. On dit qu’une famille H de v.a. réelles est uniformément intégrable
1

sup / | X|dP —4— 400 0.
XeH J{|X|>a}

Ceci équivaut a:
pour toute > 0, il existe ag tel que, pour tous X € H et a > ag, / | X|dP < e.
{IX[|>a}

Exemple: Soit Z € L', Z > 0. La famille H = {X, |X| < Z} est uniformément
intégrable puisque, si |X| < Z, f{|X‘>a} | X|dP < f{Z>a} Z dP. Ceci implique qu’une
famille finie de v.a.r. intégrables est uniformément intégrable.

Un outil de base sera:
Proposition 2.6.2. La famille H est uniformément intégrable ssi
(i) La famille H est bornée dans L1, i.e. supyey E|X| < 400,

(ii) La famille H est équicontinue, i.e., pour tout e > 0, il existe « > 0 tel que P(A) < «
implique supx ey [, | X|dP < €.

Preuve:
a. Supposons la famille H uniformément intégrable. On a, pour tous A € A et X € H,

A‘X’dP:A|X|1{X|<a} dP+A‘X’1{|X>a} dPSaP(A)+/|X|]l{X|>a} dP.

Pour A = Q, on a supyey E|X| < +00. Pour montrer (ii), on choisit a tel que, pour
toute X € H, supxey E(|X|L{x|>q}) < § €t on a, pour tout A € H, [, |X[dP < ¢ si
P(A) <a=4.
b. Supposons (i) et (ii). Soit M = supxey E[X|. On a P(|X| > a) < LE[X] et donc,
pour toute X € H, P(|X| > a) < & et il suffit d’utiliser (i) u

La prop.2.6.2 va nous permettre d’établir:

Proposition 2.6.3. Soit 1 < p < 00. Si X,, converge dans LP, la famille |Xn|ﬁ20 est
uniformément intégrable.

Preuve:
On vérifie (i) et (ii) de la prop.2.6.2. Soit X la limite de X,, dans LP. Vu l'inégalité
la +b|P < 2P~Y(Ja|P + |b|P) on obtient que E|X, [P < 2P~1(E|X — X,,|P + E|X|P), et donc
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sup,, E|X,|P < +o0. Montrons (ii). Soit ¢ > 0. Il existe oy > 0 tel que [, |[X[PdP < /2
si P(A) < a;. Vu que

/|Xn|pd]P’§2p_1(/ |X|pd]P—|—/ |Xn—X|pd]P)§2p_1(/ X|P dP + E|X,, — X]P),
A A A A

il existe ng tel que [, | X,|PdP < esin > ng et P(A) < a;. La famille (| X1[7...,[Xp,|P)
étant uniformément intégrable, il existe ag > 0 tel que [, [Xy[P dP < e si P(A) < g et
k < ng. On a établi (ii) avec @ = a1 A g u

Donnons un critere tres pratique d’uniforme intégrabilité.

Proposition 2.6.4. Soit g une application de R dans RT telle que limy_ | o 98 —

¢
+o00. St sup ey E[g(|X])] < +o00, la famille H est uniformément intégrable.

Preuve:
Soient M = supycy Elg(|X])] et € > 0. Par hypothese, il existe A tel que, si t > A,

@ > % On a alors, pour tout a > A et tout X € H,

£ g
| X|dP < — 9(|X])dP < —E[g(|X[)] <
/{X|>a} M J{1x|>a} M

Exemple: On choisit g(t) = t?, p > 1. Alors si supyey || X||p < +00, la famille H est
uniformément intégrable

Le résultat essentiel est:

Théoréme 2.6.5. Soit X, une suite de v.a. réelles convergeant en probabilité. Alors
X, converge dans LP ssi la famille |Xn|ﬁ>0 est uniformément intégrable.

Preuve:

Supposons que la famille \Xn\fpo soit uniformément intégrable et que X,, — X en prob-
abilité. On a (prop.2.6.2) sup,, E|X,|P < +o0. D’apres le cor.2.5.6, il existe une sous-
suite X, convergeant p.s. vers X et, vu le lemme de Fatou, E|X|? < lim E|X,, [P <
sup,, E| X, |P < 400. Donc X € LP. On a alors, pour tout 1 > ¢ > 0,

E| X, — X[P =E(|X, — X[P1gx,—x|<e}) + E(Xn — XPL{x, —x|>e})
< e + 27N E(XnP1yx,—x|>e) + E(X[PLyx, _x|>e}))-

On en déduit alors facilement, utilisant la prop.2.6.2, que E|X,, — X|P < 2¢ si n est
assez grand. Donc X,, —, X dans LP. La réciproque résulte de la prop.2.6.3 «

Remarque: Le th.2.6.5 est une généralisation du théoréme de Lebesgue puisque pour
Y € LY {X,,, |X,| <Y} est uniformément intégrable.

Loi des grands nombres.
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Proposition 2.6.6. Soit X,, une suite de v.a.r. de carré intégrable. On suppose que
sup, Var(X,) = K < +oo, que Cou(X;,X;) = 0, i # j et que 2(E(X1) + ... +
E(X,)) —n m. Alors

1
E(Xl 4+ ...+ X,) =, m p.s. et dans L2

Preuve:

On pose S, = X1 +...+X,,. Puisque S,, = > (X —E(Xy))+ > p_; E(X)), on peut
supposer E(X}) = 0 ce qu’on fait dorénavant.

(i) Puisque E(X;X;) =0, i # j, et m = 0, on a E(S2) = Y}, E(X?) < Kn. Donc
IEJ(%")2 —n 0ie. % —, 0 dans L2

(ii) On a P(|S,2|/n? > €) = P(|S,2| > en?) < E(S%)/e?n* < K/e*n?. Donc (lem.2.5.4)
S,2/n? —, 0 p.s.

(iii) On pose W, = sup(|Sk — Sy2l, n +1 <k < (n+132). On a P(W,/n? >
e) < E(W2)/e2nt. Mais W2 < SUHD” (5, — §,2)2 et E(W2) < K(2n + 1)2. Donc

k=n 2+1
P(W,/n?>¢) < K(2n +1)?/e2n? et ((lem.2.5.4) W,,/n? —,, 0 p.s.

(iv) Notons m,, la partie entiere de \/n. On a m,, < /n <m, + 1 et

S, Sz S, — S, 1 1 |Smz | m;
2o T g T S [(—5 — =) < f+@(—J)
n ms n ms n mé mé n

mn

PP 2 e W oy T2 .
Par définition =2 —,, 1, vu (iii), =5%= —, 0 p.s. et, vu (ii), = —, 0 p.s. Ceci montre
n n

que i —p 0p.s. u

Considérons maintenant une suite X,, de v.a.r. indépendantes de méme loi avec E(X?) <
400. On peut appliquer la prop.2.6.6 et 'on a % —n E(X7) p.s. Clest la loi forte des
grands nombres. En fait il suffit d’avoir E|X;| < +00 comme on verra au chapitre 5 et
I'on a:

Théoréme 2.6.7. Soit X,, une suite de v.a.r. indépendantes de méme loi avec E|X;| <
+00. On a

1
—(X1 + ...+ X,) —n E(X1) p.s. et dans L.
n

2.7. Annexe

2.7.1. Fonctions caractéristiques

La plupart des résultats de cette section sont une simple traduction en termes proba-
bilistes de ceux de la section 1.6.

Soient X et Y deux v.a. indépendantes & valeurs R%. On pose S = X + Y. Cherchons
la loi de S. On a, pour toute f € B+ (R%),

E(/(S)) = E(f(X +Y)) = / F&+ ) dyx (2)duy (y) = / fd(ux * py)
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d’apres (1.9). On a donc

Proposition 2.7.1. Soient X etY deuz v.a. indépendantes d valeurs R%. On a Ux+y =
nx * py .

Définition 2.7.2. Soit X une v.a. & valeurs RE. On appelle fonction caractéristique
de X la fonction sur R?

Propriétés élémentaires.
e ¢x est continue, ¢px(0) =1, |[px(t)] < 1.

o Paxib(t) =e <ty (at), a € R, b eRY ¢_x(t) = dx(t); si p_x = px, dx est
réelle.

Du th.1.6.8 résulte:

Théoréme 2.7.3. Soient X et Y deuz v.a. & valeurs R%. i bdx = ¢y, ux = py. Si
dx € LY(\), px = h.\ avec

hz) = (27)~¢ / i< (1) di.

De méme le th.1.6.3 et la prop.2.7.1 impliquent

Théoréme 2.7.4. Soient X etY deuz v.a. indépendantes ¢ valeurs RY. On a ¢pxiy =

Ox Py

Preuve:
En fait cela se montre immédiatement grace au cor.2.2.9

¢X+Y(t) — E(ez‘<t,X+Y>) — E(ez’<t,X>ez'<t,Y>) — E(ez‘<t,X>)E(ez‘<t,Y>) — QZ)X(t)(Z)y(t).

Le théoréme suivant est souvent appelé “critere Fourier d’indépendance”.

Théoréme 2.7.5. Des v.a. X1,...,X, & valeurs R, ... R% sont indépendantes ssi,
pour tous t1 € R, ..., tout t,, € R,

(X1, Xo) (1 tn) = dx, (B1) -+ - Ox,, ().

Preuve:
En effet cette condition est équivalente (th.2.7.3) & p(x, . x,) = fix; ® ... ® px, ce qui
équivaut (th.2.2.7) a 'indépendance de X1,..., X, u

Proposition 2.7.6. Soit X une v.a. d valeurs RY.

(i) Si X € L}, ¢x est dérivable et %%‘(O) =iE(Xy).
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e . . ;o 9?2
(ii) Si X € L2, ¢x est deuz fois dérivable et W%(O) = —E(X;X}).

Preuve:

(i) On remarque que |%ez‘<t,X>‘

= | Xy| € L' et on applique la prop.1.3.7.
(ii) On continue. .. g

I est facile de voir en appliquant la prop.1.3.7 que si X € L', ¢x est m fois dérivable.
Réciproquement on a ,

Proposition 2.7.7. Soit X une v.a. & valeurs R, Si ¢x est 2m fois dérivable en 0,
m entier, X € Lflm.

Preuve:
Onselimitead =1, m = 1. On pose ¢ = ¢px et u = px. Ona ¢’ (0) = limy_, %(qb(h)—i—
P(—h) —2¢(0)) et
) , h
6(h) + 6(~h) — 26(0) = [ (& e~ 2)da) =~ [ sin® ° d(a),

Appliquant le lemme de Fatou (prop.1.3.4), on a

sin? bz sin? bz
w%#wg/MQMMM/mhm@wm>/ﬁmm-

Fonctions caractéristiques usuelles.

a. Loi binomiale B(n,p). Si X ~ B(n,p), on a
¢X(t _ ti ch k n k ztk (pezt+1 )

Cette formule montre que, si X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p), X,Y indépendantes, alors
X +Y ~ B(n+ m,p). En particulier si Xq,...,X,, sont des v.a. indépendantes avec
PXp=1)=p,P( X =0)=1-—p, S, =X1+...+ X;, ~ B(n,p).

b. Loi de Poisson P(A). Si X ~ P(A)

o0

ox(t) = E(e™X) = Ze_)‘)\ et — exp(A(e —1)).

k!
k=0
Si X ~P(A) et Y ~P(u), X,Y indépendantes, alors X +Y ~ P\ + p).

c. Loi gamma G(a,c). Si X ~ G(a,c),on a, ¢px(t) = Fc(a) 0+°O eltTe=crya=1 dy Utilisant
la prop.1.3.7 et intégrant par partie, on obtient

e} 400 o) +o0
/ Lc ztz —cz .0 —tac it —cx,a—1
ox(t) F(a)/o ¢ = F(a)(it—c)/o e c—zt¢X()

d’ott ¢x(t) = (1 — %)= puisque ¢x(0) = 1. Noter que pour a ¢ N, on prend la

[

détermination continue valant 1 en 0. Si X ~ G(a,c) et Y ~ G(b,c), X,Y indépendantes,
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alors X +Y ~ G(a+b,c). En particulier si X1,..., X, sont des v.a. indépendantes de
méme densité e‘Az]l{R+} et donc de loi G(1,\), S, = X1+ ...+ X, ~ G(n,\) et a

D VRS V|
pour densité (= T 1{R+}‘

2
d. Loi normale Nj(m,c?). On sait (lem.1.6.4) que, si Y ~ N1(0,1), ¢y (t)