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PROBLEME : Partie A

Soit X0, Y0, Y1, Y2 . . . des variables aléatoires indépendantes entières avec les Yi de même
loi sur N

∗ = N \ {0}. On note F (k) = P(Yi ≤ k) et on suppose

P(Yi = 1) > 0 , F (k) < 1 ∀k ≥ 1.

On considère la suite recurrente aléatoire

Xn+1 = max{Xn, Yn} − 1 , n ≥ 1

1. Montrer que X = (Xn)n est une chaine de Markov irreductible à valeur dans N.
Quelle est sa matrice de transition Q ?

2. Montrer que
P(Xn+1 ≤ k) = P(Xn ≤ k + 1)F (k + 1)

En déduire la valeur de P(Xn ≤ k) en fonction de P(X0 ≤ n + k) et de F . Montrer
que

lim
n→∞

P(Xn ≤ k) =
∞∏

j=k+1

F (j)

3. Vérifier que

∞∏

j=1

F (j) = 0 ⇐⇒
∞∑

j=1

[1 − F (j)] = ∞ , et que EY1 = 1 +

∞∑

j=1

P(Y1 > j) ,

et en déduire que

EY1 = ∞ ⇐⇒
∞∏

j=1

F (j) = 0

4. Montrer que si EY1 = ∞ alors X est transiente.
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5. Montrer que si EY1 < ∞ alors

lim
n→∞

P(Xn = k) = π(k) , avec π(k) = [1 − F (k)]

∞∏

j=k+1

F (j) (1)

où π est une probabilité invariante pour la chaine qui est donc recurrente positive.

Partie B

On suppose dans cette partie que EY1 < ∞, de sorte que π donnée par (1) est probabilité
invariante.

1. Calculer les coefficients β(Q), α(Q) de Doeblin et de Dobrushin de la chaine.

2. Calculer Qn(x, y) en fonction de F , suivant que y > x − n ou non. On pourra
procéder comme à la question 2 de la partie précédente.

3. En déduire la valeur de Qn(x, y) − π(y). Quelle est la vitesse de convergence de
Qn(x, ·) vers π ? Comparez avec les résultats du chapitre 6 du cours.

Exercice: Promenade aléatoire sur l’arbre binaire enraciné

Considérons l’arbre binaire infini T =
⋃∞

k=0
{a, b}k, dont les sommets sont numérotées par

les suites finies non vides x = w1w2 . . . wk de longueur |x| = k(k ≥ 1, wi ∈ {a, b}). La
racine est la suite vide ∅, elle a longueur 0. Dans la figure 1 on a représenté l’arbre jusqu’à
la profondeur 4, c’est-à-dire le sous-ensemble des sommets numérotées par les suites de
longueur inférieure ou égale à 4, ainsi que les arêtes qui les joignent.

Soit λ un paramètre positif. On considère la chaine de Markov X sur T de transition
donnée pour x = w1w2 . . . wk avec k ≥ 1 par

P(Xn+1 = xu|Xn = x) =
1

2 + λ
, u = a, b, P(Xn+1 = w1w2 . . . wk−1|Xn = x) =

λ

2 + λ
,

et donné à la racine par

P(Xn+1 = u|Xn = ∅) =
1

2
, u = a, b.

1. Vérifier que π(x) = λ−|x|(x 6= ∅), π(∅) = (2 + λ)−1, est mesure reversible pour la
chaine. En déduire que X est recurrente positive lorsque λ > 2.

2. Calculer la résistance effective r∅→An

eff
entre la racine ∅ et An = {x ∈ T ; |x| = n}.

En déduire que X est transiente si λ < 2 et recurrente nulle si λ = 2.
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Figure 1: L’arbre binaire jusqu’à la profondeur 4

3. Vérifier que

|Xn| −
2 − λ

2 + λ
n −

2λ

2 + λ

n−1∑

i=0

1Xi=∅

est une martingale.

4. On suppose λ < 2. Montrer que |Xn|/n converge p.s. quand n → ∞ vers une
limite à preciser. (Rappel: la loi des grands nombres pour une martingale M dit
que Mn/ <M >n→ 0 p.s. sur l’evenement {<M >n→ ∞}.)
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