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Exercices de Probabilités Supplément 9

Exercice 1. Soit X,, (n > 1) des variables aléatoires strictement positives de méme loi
et ayant un moment d’ordre 2 ; soit U, et V,, (n > 1) des variables aléatoires prenant
seulement les valeurs 0 et 1 et telles que

PlU,=1=a, P[V,=1]=8 (0<a, 8<1).

On suppose que toutes les variables aléatoires X,,, U,, V, (n, m, p > 1) sont indépendantes.

On définit, pour n > 1, S, = Zl<k< U, Xy, T, = Zl<k< Vi X

Sn

7+ tend presque sturement vers une
n

1) Etablir que, lorsque n tend vers U'infini, le rapport
constante a que 'on déterminera.

2) Etablir que la suite (\/iﬁ (S, — a7, n)) converge en loi vers une limite que I'on déterminera.
n>1

Exercice 2. Soit (Xj),., une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. On

suppose que, pour tout k :

PXy=kl=P[Xy=—kl=55 et,sik>1PX,=1=P[X,=-1=1(1-%).

2k2

Soit, pour n € N*, V,, = \%ZKK X Montrer que var (V) — 2 tandis que (V},) converge
SKSn

en loi vers une gaussienne centrée réduite.

Exercice 3. Soit X,, une suite de variables réelles indépendantes, de méme loi uniforme
. . . . ~1 1 .
sur [—1, 1]. Etudier la convergence en loi de la suite (n E 1§k§n_Xk)' Montrer en parti

culier :

1
5

>n§] —

n—oo

P Hz:lgkzgnxilC

(Indication : fonction caractéristique).

Exercice 4. Soient X,, (n > 1) des variables aléatoires indépendantes de méme loi et ayant
un moment d’ordre 2. On note EX,, = m et VarX,, = 2. On définit, pour n > 1 :
n

-— X1+ +X 1 —
X, = n Sp=—0 (X — X))
n ) \/ﬁ(l( k ))

et 'on note Y, = /nS;1(X,, —m) la déviation empirique dont on étudie la convergence
en loi.

1. Montrer que X,, et S, convergent p.s. Vers quoi?



2. Montrer que la suite (Y;,) converge en loi vers une v.a. Y, de loi N(0,1) .

3. En utilisant le lemme de Slutsky (voir plus loin), trouver la limite en loi de la suite
(Yn)-
Exercice 5. Soit (X,) une suite de v.a. indépendantes telle qu’il existe « > 0 pour lequel
on ait : P(X,, = n®) = P(X,, = —n®) = 1/2. On pose Y,, = 21t=Xn,

n

1. Montrer que, pour a < 1/2, la suite (Y;,) converge dans L?.

2. En utilisant les fonctions caractéristiques, montrer que la suite (Y;,) converge en loi
si et seulement si a < 1/2.

3. On veut montrer que, pour o < 1/2, la suite (Y},) converge p.s. Montrer qu’il existe,
pour tout u > 0, une constante C' telle que, pour tout n assez grand :

3u?

(a) P(Yn > E) < exp(—ue)]E(exp UYn) < exp(—ue + m

) €u>0.

(b) B(Y, > ¢) < Cexp(—ev/n=2)

et conclure.

Exercice 6. (Slutsky)

Soient V,,(n € N) des v.a. & valeurs dans R%. On suppose que (V) converge en loi vers a
ol a est une constante. Montrer que (V},) converge en probabilité vers a.

Soient Uy, V,,(n € N) des v.a. a valeurs dans R?. On suppose que U, (resp. V,,) converge
en loi vers U (resp. a) ol a est une constante . Montrer que le couple (U,,V;) converge
en loi vers (U, a). (Utiliser les fonctions caractéristiques. )

Exercice 7. Soient M, = (My1,...Mua), Ny = (Npg,...Nyq) des vecteurs aléatoires
indépendants de lois multinomiales de parametres n, py, ... pq.

Mn,l_Nn,l Mn,din,d )?

1. Loi limite de ( Mgt Mot Mgt N’

2. Montrer que ¢ W converge en loi vers x%(d — 1).
Exercice 8. (Contre-exemples)

Soient X une v.a de loi de Bernouilli b(1/2) et Y = 1—X. On note (X,,) la suite stationnaire
sur X. Montrer que (X,,) converge en loi mais non en probabilité vers Y

Avec les mémes notations, et en appelant (V) la suite stationnaire sur Y, montrer que
(X,) et (Y,,) convergent en loi vers X mais que (X, —Y;,) ne converge pas en loi vers 0.

Exercice 9. Soient (X,,) une suite de v.a. i.i.d. centrées, ayant un moment d’ordre 2 et
Sp=>1X.

En utilisant TCL et la loi (0, 1), montrer que limsup S, /y/n = co.

En raisonnant par absurde, montrer que (S, //n) ne converge pas en probabilité.



Exercice 10. Soit (X,,),, une suite de variables indépendantes, & valeurs dans (£, ),
de méme loi i, définies sur (2,4, P) ; N est une variable entiere, indépendante de la suite
(X),>1, de fonction génératrice G.

Pour Ae £ etwe Q, soit Ny (w) = 1{N(w)>0}zl<i<N(w)1A (Xl (w))

1) Quelle est la fonction génératrice de Ny ?

2) Expliciter, pour |u| < 1, [v] < 1, E [uMNayNac].

3) Soit A€ Eavec 0 < ulA] <1;

montrer que Ny et N e sont indépendantes si et seulement si N suit une loi de Poisson.
Exercice 11. Soit (X,,) une suite de variables indépendantes. On pose S, = X; +... X,

et on suppose que la suite (S,,) converge en probabilité. On va montrer que la suite (.S,,)
converge presque surement. (Théoreme de Levy).

1. Montrer que, pour tout € > 0, il existe mq tel que :
VY, m > mg, P(|S, — S| > €) <e.

2. On pose 7 =inf{n > 0| |S,1me — Smo| > 2¢} (inf ) = o00). Montrer que :
{7 <P} N {ISpsmo = Srimol < €} C{|Sprmo = Smol > €} -

3. Montrer que :
k

€ 2 P({|Sprmo = Smo| > €}) 2 220 P(T = K)P({|Spmo = Skamo| < €})

puis que P(7 < p) < £

1—e”

4. Montrer que, si une suite (Y,) n’est pas p.s. convergente, il existe a,a > 0 tels que
Vg P({sup, g [Yn — Yl > ) > a.}

5. Déduire de 3. que : P({Sup,, ;ysmg [Sn — Sm| = 4€}) < 2= et conclure.



