Université Denis Diderot - Paris 7 Année 2008-2009
Mathématiques Master M1, M44020
M.Brancovan, F.Comets, D.Prochasson Examen du 8 janvier 2009

PROBABILITES

Durée 3 heures. Les documents, téléphones ou calculatrices ne sont pas autorisés.

Exercice I (baréme approximatif: 5 points)

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires réelles, de densité
(2.) = 5o exp{~y} 1p(z,0)
p\x,y _QﬁeXp Yy Ip(T,y

avec D = {(z,y) : 0 <z < y* y > 0}.
1. On pose U =X,V =Y — V/X. Calculer la densité du couple (U, V).

2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes?
Les variables U et V sont-elles indépendantes?

3. Quelles sont les lois des variables X, Y, U, V?

Exercice II (7 points)

Soient X7, X5, X3, X, des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes. On pose

X Xo + XXy
VX3 + X3

1. Calculer E(f(Z)| X2, X4) pour f borélienne positive. En déduire la loi conditionnelle
de Z sachant (X3, X4), puis la loi de Z.

Y= XiXo+ X3Xu, 2

2. Calculer E(exp{itX1X5}|X5). En déduire la fonction caractéristique de la variable
X1Xo.

3. Vérifier que la fonction caractéristique de Y = X1 X5 + X3X, est
1
Dy(t) =1+ = 3 <(1 —it) "+ (1+ it)_l)

4. Calculer la fonction caractéristique de la loi exponentielle de densité f(z) = e *1gs ().
En déduire la densité de Y.



Probléeme (10 points)

Soit & > 0 un parametre. Des individus numérotés 1,2, ... arrivent successivement a la
cantine, qui abrite une infinité de tables infiniment longues. Le premier individu s’assied
a une table. Puis, lorsque le k + 1-éme individu se présente (k > 1), il choisit au hasard
I'un des k individus déja attablés avec la probabilité 1/(k 4 ) et s’assied a la méme table,
ou occupe une nouvelle table avec la probabilité /(k + ), indépendamment de ce qui s’est
passé avant.

On note K, la variable aléatoire égale au nombre de tables occupées lorsque n individus ont
pris place, et

pni = P(K, =1), 1<i<n.

Partie A:

n!

n+0)(n—1+0)...(1+0)

1. Montrer que pp41,1 = (
pour 2 <17 < n.

. Trouver une relation entre p,y1i, Pni €t pni—1,

2. En déduire une relation de récurrence satisfaite par le polynome P,
n
P,(x) = mex’ , x e R.
i=1

En conclure que

Po(z) = %ffg”)) R =+,

Quelle est la fonction génératrice de la variable K,,?

3. Calculer E(K,,) et Var(K,) a l'aide de cette formule. (Laisser le résultat sous la forme
d’une somme.)

Partie B:

1. Montrer, a partir de sa définition, que K, s’écrit
n
K, =Y X (1)
i=1
avec Xq,...,X, des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes dont on précisera

les parametres.

2. Retrouver, a l'aide de (1), les expressions obtenues précédemment pour E(K,) et
Var(K,).

3. Montrer que

n 9 n—1 9
dr < E(K,) <1 dr
/09+x v < B(Ka) < +/0 1o "

et en déduire un équivalent de E(K,).

4. Montrer que Var(K,) < E(K,). En déduire que £ converge dans L* et en probabilité
vers # quand n — oc.

5. Calculer la fonction caractéristique @, de K,. Trouver une suite ¢, — oo telle que
lim,, .o log P, wK, (t/cn) = —t*/2. En déduire la limite en loi de (K, —EK,)//logn.



Corrigé Succint

Exercice 1

1. En suivant I’énoncé, on considere 'application ® : (z,y) — (u,v), avec u = /z et
v =1y — /z, définie sur D et & valeurs dans ]0, +oo[%. Cette application est bijective,
d’inverse @ !(u,v) = (x,y) donnée par

a::uQ, y=v+u.

On constate que ® est indéfiniment différentiable ainsi que ®~!, et on calcule le
déterminant jacobien

Jac(® 1) (u,v) = det < 21u (1] ) =2u>0

D’apres la formule de changement de variables différentiable, le couple (U.V') a pour
densité

pov(u,v) = pr(@’l(u,v)) X \Jac(@’l)(u,v)\ X 1j0,002(u, v)
= e_“l}om[(u) X G_Ul](},oo[(l))

On reconnait le produit de deux densités exponentielles de parametre 1.

2. Les variables U et V sont donc indépendantes (et de loi exponentielle). Par contre, les
variables X et Y ne sont pas indépendantes car la fonction indicatrice de D ne peut
pas se mettre sous forme produit. (On a X < Y?2.)

3. On a déja remarqué que U et V suivent la loi exponentielle de parametre 1. On calcule
la densité de Y par la formule des marginales,

y? Y2
py(y) = /px,y(xa y)dx = 6_y1y>0/ ——dr =¢e"Y1,59 [\/ﬂo =ye Y1y,
0

c’est-a~dire une loi gamma (s = 2,6 = 1). De méme, la densité de X est

\/E]-x>0

1 +o0 1
e = —_ e Y — o
px(z) /pX,Y(fB>y)dy 2\/51”0[ e ]ﬁ 2\/56

Remarque: X a méme loi que le carré d'une variable de loi exponentielle (puisque 'on a
X =U?.

Exercice 11

1. Par indépendance de (X7, X3) et (X2, Xy), et par la méthode de calcul vue en cours,
I’espérance conditionnelle est donnée par

2o X1 + $U4X3)

2 2
\/ Ty + X

E(f(Z)|Xa, X2) = U(Xo, X)), avee U(zy, 24) = Ef(



pour (z9,74) € R?\ {(0,0)}. Puisque (X, X3) est un vecteur gaussien, la vari-
able (29X + 14X3)/(\/23 + x3) est gaussienne; on voit que cette variable est centrée
réduite. Donc,

E(/(Z)[Xa Xy) = (27) V2 / f(2) exp{—a? /2}dx

pour toute f borélienne positive, et la loi conditionnelle de Z sachant (X5, X4) est
gaussienne centrée réduite. Il en est de méme pour la loi (non conditionnelle) de Z.

. En utilisant cette fois I'indépendance de X; et X, ainsi que la valeur de la fonction
caractéristique de la loi gaussienne centrée réduite, on calcule de méme

E(exp{it X1 X2 }|Xs) = exp{—t*X3/2} ,
puis, par conditionnement,

(I)XlXQ (t) - E(eXp{ZtX1X2})
= E(E(exp{itX, X,}| X))
= Eexp{-t*X}/2}

_ (2m) / exp{—(1 + 22?2} dx
R
= (1+3)712,
d’apres la normalisation gaussienne.

. Par indépendance de (X1, X5) et (X3, X4), on a

®X1X2+X3X4(t) - ®X1X2(t)q)X3X4(t)
= ()
1+~

1
= 5((1 —it) "t (1 + z't)—1>
par calcul direct.

. On calcule facilement

ita —z = —(1—it)z e~ (17w 1 -1
/e X e 1Ri(x)dx:/0 e dx:[ﬂ]oz(l—zt)

On remarque alors que

(1+dt)' = /em X e gy (z) do = /em X €“1g= () dz

et ainsi,

1 , 1

1 / ¢itt 5 o=lal gy — _<(1 —it) + (1+ it)*l) = Oy (t)
2 Jr 2

pour tout t € R. Par injectivité de la transformation de Fourier, cela implique que Y
suit la loi de densité ¢(x) = %e“"" sur R, qu’on appelle loi exponentielle symétrique.

4



Probléeme

Partie A:

1. Puisque la probabilité pour que le k+ 1-eme individu s’asseille a une table déja occupée

vaut k/(k+0), on a
1 2 n

1—|—0X2—}-¢9X“'n+8.

Pn+1,1 =

De meéme,

Pn+1;i = P(Kn+1 = Z)
= P(Kn+1 = i|Kn = i)P(Kn = z) + P(Kn+1 = i|Kn =1 — 1)P(Kn =17 — 1)
n

0
- i+ i
nt ol T Pt

n+1

Popa(z) = anJrl,i-Ti
=1

n

_ ; n+1

- pn+1J$'+ § pn+1j$z%_pn+Ln+1$
=2

On applique alors la formule de récurrence de la question 1), et on utilise I'égalité
Prtint1 =0"/(1+0)...(n+6)), pour obtenir

n -+ 0x
n+6

Poii(x) = P,(z) .

Puisque P;(z) = z, on en déduit que P,(x) = R,(0z)/R,(0). Par ailleurs, la fonction
génératrice de K, est

Ex"" =) P(K, = i)z’ = P,(z), z€[0,1].
=1

3. Puisque P, est la fonction génératrice de K, et que P,(1) =1, on a

p! n—1 , n—1 0
EK,=P(1)=-"2(1)=(nPB,) (1) = | ) (1) = 2
=P = B = RS0 = () 0= 3505 @)
Semblablement, Var(K,) = P/(1) + P.(1) — P/(1)?, et en utilisant les dérivées loga-
rithmiques,
n—1 0
P = (X i)
0= (TP
donc ) )
P =-2 () (i)
w(1) = \0 +i ~f+i)



et finalement

Partie B:

1. Au convive numéro 7 on associe une variable X; valant 1 ou 0 selon que ¢ choisit une
nouvelle table ou non. Ainsi, X; est une variable de Bernoulli de parametre

o 0
i1
Ona kK, =X;+...+X,, et les X; sont indépendantes par hypothese.

2. OnaEK, =>"  EX; et Var(K,) = >, Var(X;) par indépendance. Avec EX; = ¢,
et Var(X;) = ¢;(1 — ¢;), on retrouve les resultats de (2) et (3).

3. Par monotonie de z — 6/(6 + x), on a

0 /Z 0 0
- < dr < ——— |
O+~ Ji 0+ —O0+1—-1

ce qui donne ’encadrement voulu. Puisque

n 0 n
/0 8+xdx:9[ln(9+x)]o =0ln(l+n/0) ~0lan

quand n — oo, on en déduit que

EK, ~0lnn, n— oo.
4. Puisque Var(X;) = ¢;(1 — ¢;) < ¢; = EX;, on a Var(K,,) < EK,,. Ainsi,

I ol = B(5n - 6)

Inn Inn
Var(K,) EK, 2
In’n < Inn 0)
= O(1/Inn) + o(1)

tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Par conséquent, K, /Inn — 6 dans L? et donc
aussi en probabilité.

5. Par indépendance des sommants dans la formule K,, = " | X; et puisque les X; sont
de loi de Bernoulli, la fonction caractéristique de K, est donnée par

@Kn(t)ZH =[[ 1+ -1)] .

=1



Puisque ¢,, — 0o, on a les développements limités pour tout t € R,

, t 2
1 ; Zt/cn_l 1 ; -7 O —3
paer 1) = Lia (il - 5 0eh) |

n

log [1+gi(e/ —1)] = g <Zi - i(l —q)+ O(Cng)) ;

Cn 202
t2 n n
log ®x,—mr,(t/cn) = —55 ) @l —a)+ 0.*) Y a- (4)
n =1 =1

On est conduit a poser

n n—1 .
0i
=1 ]

Puisque Y7 ¢ ~flnnet > ., ¢ < oo, cette suite ¢, convient. De plus, on a encore

Ccn ~Vllnn (5)
quand n — oo. D’apres (4) et (eq:333), il vient

lim @k, vk, (1) = —0t%/2 .
Mm@ o ops (1) = exp —0t7/

Comme la convergence des fonctions caractéristiques entraine la convergence en loi des
variables aléatoires, on obtient que

K, — EK,
Vlogn

avec Z une variable gaussienne N (0, 6).

— 7 en loi,

Commentaire: Ce modele n’est pas seulement la description de 'occupation des tables a la
cantine. En écologie et ou génétique, on s’interesse au nombre et a I’abondance des especes;
la variable K, apparait naturellement pour le nombre d’especes dans un échantillon de n
individus.



