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Chapitre 1

Rappels d’intégration

Dans ce premier chapitre, on rappelle les principaux résultats de la théorie de la mesure
et de Dintégration puis on étudie de facon plus détaillée les mesures bornées sur R?
(convolution, transformation de Fourier, convergences).

1.1. Tribus

Soient F un ensemble et B C P(E). On dit que B est une algebre (resp. une tribu) si
E € B, si B est stable par passage au complémentaire et par réunion et intersection finies
(resp. dénombrables). Un couple (E, B), B tribu sur FE, s’appelle un espace mesurable.
S’il est souvent possible de décrire les éléments d’une algebre, il n’en est pas de méme
pour ceux d’'une tribu. On remarque que P(E) est une tribu et que I'intersection d’une
famille quelconque de tribus est une tribu. Donc, étant donné C C P(E), on peut
considérer la plus petite tribu contenant C, c’est l'intersection de toutes les tribus
contenant C. Cette tribu se note o(C) et s’appelle la tribu engendrée par C. Le résultat
suivant, appelé théoreme de classe monotone, sera d’un usage constant dans la suite.

Proposition 1.1.1. Soient C C M C P(E). On suppose que C est stable par intersec-
tion finie, que E € M, que A,B € M et A C B impliquent B\ A € M et que M est
stable par limite croissante. Alors o(C) C M.

Supposons E = R? et soit O la classe des ouverts de E. La tribu 0(O) s’appelle la tribu
borélienne de R? et se note B (Rd). Il est facile de voir qu’elle est aussi engendrée par les
fermés, par les boules, par les pavés et méme par les pavés a coordonnées rationnelles
(cette derniere famille ayant avantage d’étre dénombrable). Si d = 1, on considérera,
outre B(R), B(R") = {4 € B(R), A C R*}, BR) = o(B(R), {+00}, {—o0}) et BR") =
o(B(RT),{+00}). On étend les opérations usuelles & R" en posant (+00) x 0 = 0 x
(+00) = 0.

Soient (E1,B) et (E2,B2) deux espaces mesurables. Une application f de Fq dans F,
est dite mesurable si, pour tout A € Ba, f~1(A) € By. Il est facile de voir que pour
cela, il suffit que f~1(A) € By pour tout A € C avec o(C) = Bs. Ceci implique que,

5



I.1. 'Tribus Chapitre I. Rappels d’intégration

si f est continue de R? dans R™, f est mesurable pour les tribus boréliennes (on dit
alors que f est borélienne). De plus, cette notion est transitive i.e. la composée de deux
applications mesurables est mesurable. Quand I’espace d’arrivée est R, R, ]EJF, R?, C,
il est toujours supposé muni de sa tribu borélienne.

Soit (F,B) un espace mesurable. Pour qu’une application numérique soit mesurable,
il suffit que, pour tout a € R, {f > a} := {z, f(z) > a} € B. On peut aussi con-
sidérer {f < a}, {f < a}, {f > a}. Ceci implique que, si f, g, fn sont des fonctions
numériques mesurables, il en est de méme de —f, sup(f, g), inf(f,q), f* = sup(f,0),
f~ =sup(—£,0), sup fn, inf f,, limsup f,, iminf f,, lim f, si elle existe.

Rappelons que, notant f, T f (resp.f, | f) si, pour tout x € E, f,(x) croit (resp.
décroit) vers f(z),

limsup f,(z) = lim | sup fi(z), liminf f,(z) = lim | Ii1>1f fr(z), (1.1)
n k>n n >n

ces quantités étant a valeurs R et que f = lim f,, ssi limsup f,, = liminf f,, = f.
Soient f, g des fonctions numériques mesurables. Alors 'application ¢(z) = (f(z), g(x))
est mesurable de (F, B) dans R? puisque ¢~ (A x B) = f~1(A)Ng~(B). Ceci implique
que, si H est une application borélienne de R? dans R, H (f,g) est mesurable. On en
déduit que f + g, fg, g, si elle existe, sont mesurables.

Pour A C B, on appelle fonction indicatrice de A et on note 14 la fonction valant 1
sur A et 0 sur A° (on note A€ le complémentaire de A). On a

Liay =1=Lpaps Lioany = [[2pa = infLpanys Loay = sl
n

Une application f de E muni de la tribu B dans R est dite étagée si elle s’écrit f =
> k=1 0klia,y, Ar € B. On notera:

e 3. I'ensemble des fonctions réelles B-mesurables,

e 3, ’ensemble des fonctions réelles B-mesurables bornées,

e BT I'ensemble des fonctions B-mesurables a valeurs IEJF,

e B I'ensemble des fonctions étagées positives.
Le résultat suivant est a la base de la construction de l'intégrale

Proposition 1.1.2. Toute f € B est limite d’une suite croissante de fonctions de
Bt.

Preuve:

Il suffit de considérer

n2"—1
k

fal@)= D Sl b cpw<tity T 1 h{p@zn) s (1.2)
k=0



Chapitre I.  Rappels d’intégration I.1. Tribus

Soit f une application de E dans un espace mesurable (A4,.4). On note o(f) et on
appelle tribu engendrée par f la plus petite tribu sur £ rendant f mesurable. On
a donc o(f) = {f71(A4), A € A}. Plus généralement si (f;, i € I) est une famille
d’applications de E dans des espaces mesurables (F;, F;), on note o(f;, ¢ € I) et on
appelle tribu engendrée par les f; la plus petite tribu sur F rendant toutes les f;
mesurables. On a donc

o(fi,i€I)=o(fi 1 (A), Ai € Fii €1).

On peut aussi donner une version fonctionnelle du théoreme des classes monotones
(prop.1.1.1):

Théoreme 1.1.3. Soient H un espace vectoriel de fonctions réelles bornées définies
sur §2 et C un ensemble de parties de §2 stable par intersection finie. On suppose que,

e 1 eH,
e si fne€Hetsi0L f, T f bornée, f €H.
e pour tout A € C, 114 € H.
Alors H contient toutes les fonctions o(C)-mesurables bornées.

Preuve:

Soit M = {A, 14y € H}. On aC C M et, vu les hypotheses sur H, on peut appliquer
la prop.1.1.1. Donc o(C) C M. Ceci implique que, si f est étagée sur (2,0(C)), f € H.
C’est encore vraie (prop.1.1.2) par passage a la limite croissante si f est positive bornée
o(C)-mesurable puis, par différence, pour toute f bornée o(C)-mesurable 5

Proposition 1.1.4. Soit f, une application de E dans un espace mesurable (F,F) et

h: E— R (resp. E — @Jr). Alors h est o(f)-mesurable ssi il existe g € F, (resp.
g€ FT)tel queh=gof.

Preuve:
Evidemment si h = g o f alors h est o(f)-mesurable (composition des applications
mesurables). Réciproquement on pose

H={p: E—=R, o=9of,vecF}

On vérifie facilement que H est un espace vectoriel de fonctions bornées sur E vérifiant
les conditions du théoreme 1.1.3 avec C = o(f) et par conséquent H contient toutes les
fonctions o(f) mesurables bornées. On conclut en considérant d’abord des fonctions h
bornées.
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1.2. Mesures

Soient I un ensemble dénombrable et (a;, ¢ € I) une famille d’éléments de R". On
veut définir ), ; a;. Soit ¢ une énumération de I i.e. une bijection de N sur I. On pose

Sff = ZZ:O Ap(k)- Evidemment Sff croit avec n et S? = lim T Sff existe dans RT. Si est
une autre énumération de I, on a , pour n fixé et m assez grand, {a¢(0), e ,a¢(n)} -
{aw(o),...,aw(m)}, dout S¢ < SY et S < S¥. Permutant ¢ et 1, on a SY < S§?
et S? = S¥. On pose donc Yoier @ = lim 1 Sﬁ, quantité qui ne dépend pas de
I'énumération ¢. Evidemment si, pour tout i € I, 0 < a; <b;, Y ,c7a; <) ;7 bi. Ona
aussi (sommation par paquets):

Théoreme 1.2.1. Soient (a;, ¢ € I) une famille d’éléments de R et (Aj, j € J) une

partition de I. Alors
Z a; = Z (Z a;).

icl jeJ i€el;

Considérons maintenant une famille (a;, i € I) d’éléments de C. On dit que cette
famille est absolument sommable si ), ; |a;] < +00. Dans ce cas, en décomposant la
partie réelle et la partie imaginaire de a; en leur parties positives et négatives, on voit
facilement que ), ; a; := lim S¢ existe et est indépendante de ¢ et que le th.1.2.1 reste
valable.

Définition 1.2.2. Soit (E, B) un espace mesurable. On appelle mesure sur (E,B) toute
L =+
application p de B dans R telle que

o (i) p(0) =0,
o (i) pour tous A, € B deux a deux disjoints, p(UpAy) =, (1(An).
Le triplet (E, B, p) s’appelle un espace mesuré.
Propriétés:
e (i)siA,BeBet AC B, u(A) < pu(B),
(i) si A € B, p(UnAn) < 3, i(An),
(
(

° iii) siA,€BetsiA,TA (i.e. ]]'{An} T ]].{A}), ILL(An) TILL(A),
o (iv) si A, € B,si A, | A (ie. 1y4,y | Lyay) et si, pour un ng, p(Ay,) < +oo,
1(An) | p(A).

Si E =UpE, avec E,, € Bet u(E,) < +oo, la mesure p est dite o-finie. Si u(E) < 400,
la mesure p est dite bornée. Si u(E) = 1, la mesure p est appelée une probabilité.

Remarque. La propriété (ii) de la def.1.2.2 s’appelle o-additivité. Si dans la def.1.2.2,
on suppose que B est seulement une algébre, la définition a encore un sens en rajoutant
dans (ii) la condition U, A, € B. On a ainsi la notion de mesure sur une algebre.
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Proposition 1.2.3. Soient p et v deux mesures sur (E,B) et C C B une classe
d’ensembles stable par intersection finie. On suppose que, pour tout A € C, u(A) =
v(A) < 400 et que E =1im | E,, avec E,, € C. Alors u(A) = v(A) pour tout A € o(C).

Preuve:

Supposons d’abord u(E) = v(F) < +o0. Soit M = {A € B, u(A) = v(A)}. On vérifie
immédiatement que les hypotheses de la prop.1.1.2 sont vérifiées. On a donc o(C) C M.
Le cas général se traite en appliquant ce résultat aux mesures p,(A) = (AN E,) et
vn(A)=v(ANE,) »

Soit (F, B, ) un espace mesuré. Un sous-ensemble A de E est dit négligeable (ou u-
négligeable s’il y a ambiguité) si A C B avec B € B et u(B) = 0. Une propriété est vraie
presque partout (en abrégé p.p.) si elle est vraie en dehors d’un ensemble négligeable.
Par exemple f = g p.p. signifie que {x € E, f(z) # g(x)} est négligeable. Si u est une
probabilité, on dit presque strement (en abrégé p.s.) pour presque partout. On note
N la classe des ensembles négligeables. Il faut noter que si A,, € N, on a U, A, € N.
Si N C B, lespace mesuré (FE, B, 1) est dit complet. Si ce n’est pas le cas, on peut le
“compléter” de la fagon suivante. On définit B = o(B,N). Alors A € Bssi A= BUN
avec B € B et N € N. On peut prolonger p & B en posant u(A) = u(B) (il est facile
de voir que ceci ne dépend pas de I'écriture de A). L’espace (E, B, i) est alors complet
et s’appelle le complété de (E, B, u). Enfin on vérifie aisément que si f : E — R est B
mesurable, il existe g,h : E — R, B mesurables telles que ¢ < f < h et ¢ = h p.p.

Dans la suite, la plupart du temps, on partira d’un espace mesurable ou d’un espace
de probabilité sans se soucier de sa construction. Il est néanmoins indispensable de
s’assurer de l’existence de tels objets. On va s’intéresser aux mesures sur B(R) finies sur
les intervalles bornés. On verra une seconde méthode de construction en 1.5. Observons
d’abord que C = {]a,b], —00 < a < b < 400} est une classe stable par intersection
finie et que o(C) = B(R). Il résulte alors de la prop.1.2.3 qu’une mesure p sur B(R) finie
sur les intervalles bornés est déterminée par les valeurs yu(]a, b]). Ensuite, étant donnée
une telle mesure, si on pose

F(O) =0; F(‘T) = M(]Ov'ﬂ)? z > 0; F((E) = _N(]‘T?O])v z <0,

F(z) est une fonction continue a droite et croissante et 'on a p(]a,b]) = F(b)—F(a). On
est donc ramené au probléme suivant. Soit F' une application de R dans R continue &
droite et croissante, existe-t-il une mesure p sur B(R) telle que p(]a,b]) = F(b) — F(a)?
Il est facile de décrire 'algebre A engendrée par C, on a

A={A=U_4lag,bg], —c0c < a1 <by <ag<...<bp_1 <ap <b, <+oo}

en convenant que, si b, = 400, |an,by] =|an, +oo[. On définit p sur A par p(A4) =
Sop1 F(br) — F(ax) ot F(400) = limy i F(x), F(—00) = limy,_oo F(z). Il est
facile de montrer que p est additive sur A, un peu plus délicat de montrer que pu est
o-additive sur A mais cela se fait. On a donc construit une mesure p sur A telle que
w(la, b)) = F(b) — F(a). Pour passer a B(R), on utilise le théoréeme de Carathéodory:

9



1.3. Intégration Chapitre I. Rappels d’intégration

Théoréme 1.2.4. Soit y une mesure sur une algébre A, alors v se prolonge en une
mesure sur o(A). De plus, si u est o-finie, ce prolongement est unique.

Tout ceci donne, puisque dans notre cas o(A) = B(R),

Théoréme 1.2.5. Soit F' une application de R dans R continue a droite et croissante.
Il existe une et une seule mesure p sur B(R) telle que, pour tous a < b, u(]a,b]) =
F(b) — F(a).

Si on choisit F(z) = x, on obtient 'existence et l'unicité d’une mesure A\ sur B(R)
vérifiant, pour tout intervalle I, \(I) = |I|. C’est la mesure de Lebesgue sur R. Si
N est la classe des ensembles A\-négligeables, B(R) = o(B,N) s’appelle la tribu des
ensembles Lebesgue-mesurables (elle est beaucoup plus “grosse” que B(R)) et A se
prolonge sans peine a B(R) comme en 1.2.3.

1.3. Intégration

Soit (E, B, ;1) un espace mesuré.

On va construire I'intégrale des fonctions positives par rapport & u. Si f € eB™, c’est
tres facile, f s’écrit f = Y77 arlia,), Ax € B et on pose

/fd/t = app(Ap).
k=1

Des considérations élémentaires montrent que ceci ne dépend pas de l'écriture de f
et que, pour f,g € B et a,b € RT, [(af +bg)du = a [ fdu+b[gdu et que, si
[ <g, [ fdu< [gdup. On a aussile résultat plus technique suivant qui est la clé de la
construction.

Lemme 1.3.1. Si f,,g, € B sont croissantes et si lim 1 f, = lim 1 g,, on a
lim 1 [ fodp=1im 7T [ g, du.

Soit f € BT. 1l existe (prop.1.1.2) une suite f, € eB* telle que f, T f, on a alors
[ fadp T et on pose [ fdu =lim 1 [ f,du. Le point important est que, d’apreés le
lem.1.3.1, cette limite ne dépend pas de la suite f, choisie. On a en particulier, vu
(1.2), pour f € BT,

n2™"—1
[an=tm1 3 Suhe o < f0) < S Sl S@) = n)),
k=0

Par passage a la limite, on obtient immédiatement que, pour f,g € Bt et a,b € RT,

[(af +bg)du=a [ fdu+Db[gduetque,sif<g, [fdu< [gdu. Enfinon dira que
[ € BT est intégrable si [ fdu < +oc.

Pour I’ intégration des fonctions réelles ou complexes on pose
L= LYE,B,u) ={f €B,, /|f’du < 400} (1.3)

10
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Si fe Ll ffet f~ sont intégrables et on pose

[tau=[sran- [ 1 an

Il est facile de voir (vu que |f +g| < |f|+|g|) que £L! est un espace vectoriel et que f
[ f dp est une forme linéaire positive sur £1. De plus, pour f € L1, | [ fdu| < [ |f|dp.
Si f est B-mesurable a valeurs C, on pose (|f| désignant le module),

L& = LE(E, B, 1) = {f B-mesurable complexe, / |fldp < +o0}. (1.4)

On définit alors, pour f € L{, [fdu = [R(f)du + i [S(f)dp. L est un espace
vectoriel sur C et f +— [ fdp une forme linéaire sur E%;. On a aussi, pour f € E}C,

| [ fdu| < [1f]dp.
Propriétés.
e (i)Si feBtetsi [ fdu<+oo, f<+00 p.p.
o (i) Si feBTetsi [fdu=0, f=0p.p.
e (iii) Si f € L et si A€ B, fligy € E(IC. On pose alors

/fdu::/f]l{A}du, AeB, feLtluB'.
A

e (iv) Si f € L et si, pour tout A € B, fAfd;LZO alors f > 0 p.p.

Il nous reste a énoncer les résultats concernant les passages a la limite. Le premier
d’ou découlent facilement les autres s’appelle théoreme de convergence monotone ou
théoreme de Beppo-Levi.

Théoréme 1.3.2. Soit f, € BT une suite croissante, alors
limT/fndu:/IimTfnd,u.
Corollaire 1.3.3. Soit g, € BT, alors

zﬂ:/gnduz/;gndu-

Proposition 1.3.4. (Lemme de Fatou)
e (i) Soit f, € BT, alors [liminf f, du < liminf [ f, dpu.

e (ii) Soit f, € B, avec |f,] < g € L, alors

/lim inf f,, du < lim inf/fn dp < lim sup/fn du < /lim sup fr du.

11
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(ii) implique le célebre théoréme de Lebesgue,

Théoréme 1.3.5. Soit f,, € L telles que fn, — f p.p. avec |f,] < g € LY, alors

lim/fnd,u:/fd,u.

Ce théoreme a une version “continue” tres utile.

Corollaire 1.3.6. Soit (f;, t € U) une famille d’éléments de L§, U ouvert de R,
On suppose que limy_, fr = f p.p. et que, pour tout t € U, |fi]| < g € L', alors

limy_, [ fedp= [ fdp.

Preuve:
1l suffit de remarquer que lim;_, [ fidp = [ f dp ssi, pour toute suite ¢, tendant vers
to, limy, 4 [ fi, dp = | fdu et dappliquer le th.1.3.5 4

Donnons un exemple d’utilisation de ce corollaire.

Proposition 1.3.7. Soient (E,B, 1) un espace mesuré, I un intervalle ouvert de R
et une famille (f(t,z), t € I) d’éléments de LL(u). On pose, pour tout t € I, ¢(t) =
[ f(t,x)dp(z). On suppose que, pour tout x € A, t — f(t,x) est dérivable sur I, que,
pour tous v € A et t € I, |%(téx)] < g(), que g € LY(pn) et que p(A°) = 0. Alors ¢
est dérivable sur I et ¢'(t) = [ 8—{(t,x) dp(z).

Preuve:

On a
1

RO+ = 0(0) = [ LU+ hw) = f0.2)) dufo).

D’aprés la formule des accroissements finis, on a, pour = € A,

1 0
U+ ) = £(0)] = |90 0,2)] < g(a)
si h est assez petit et
1 0
E(f(t + h,l‘) - f(t,.fU)) —~h—0 a_{(t7x)'

On peut appliquer le cor.1.3.6 et
0 0
[ G b = o) duta) e [ Hn)duto) = [ Gt duta)

Lien avec l'intégrale usuelle. Soit f une fonction réelle continue sur [a, b] et posons, pour
a<x<b, F(x)= [ f(t)dt (intégrale au sens usuelle) et G(z) = [ Lygatapf dr, A
mesure de Lebesgue sur R. On sait que F'(a) = 0, F est continue sur [a, b] et que, sur
la,b[, F est dérivable avec F' = f. Il est facile de vérifier que G a les mémes propriétés.
Ceci implique que F' = G sur [a, b] et, en particulier, que

b
/ f(t)dt:/]l{[a,b[}fd)\.
12



Chapitre I. Rappels d’intégration 1.3. Intégration

Par additivité, cette formule est encore vraie si f est continue par morceaux sur [a, b].
Considérons maintenant une application f de R dans R continue par morceaux telle
que f_t;o f(t) dt soit absolument convergente. Lorsque a | —oo et b T 400, d’une part,

par définition, f: @) dt — [T21f()]dt < 400 et f; ftydt — [T f(t) dt; dautre
part, [ Liapplfldr — [ 1f1dX (convergence monotone) ce qui implique que f € L1(\)
puis [ LS dX — [ fdX (théoreme de Lebesgue puisque Ly, on f| < |f] € LX)

Donc
/_:O £t dt = /fd)\.

Par contre, si fjoooo f(t)dt est convergente mais pas absolument convergente (par ex-
emple f(z) = S3E), f & L1(N).

Soient £ un ensemble dénombrable et (pu(x), x € E) une famille d’éléments de R". On
pose, pour A C E, u(A) = > 4 p(x). Le th.1.2.1 implique que x4 est une mesure sur
(E,P(E)). On a alors £ = {f, > g |f(z)|u(z) < +oo} et, pour f € LY, [ fdu =
> wer f(@)p(z). En particulier si on prend pour x la mesure de comptage i.e. pu(x) = 1

pour tout z € E, on a L' = {f, > cp|f(z)] < +oo} et [fdu = > ,cpfz). 1
est intéressant d’énoncer dans ce cadre les théoremes de convergence du paragraphe

précédent. On a

o« ()S10< ful fo X, fal@) 152, F(a)

o (ii) Si 0 < fp, >, liminf, f,(x) <liminf, )" fn(z).

o (iii) Si fp, — fetsi|fn] <gavec )  g(x) <400, >, fulz) —=n D>, f(z).
/bf Espaces LP.

Soit (E, B, i) un espace mesuré. On note £° I'ensemble des applications B-mesurables de
E dans R finies p.p. On dit que f ~ gsi f = ¢ p.p. Alors ~ est une relation d’équivalence
sur £° On note LY = £°/ ~. En fait L% est l'espace des classes de fonctions B-
mesurables définies & un p.p. pres. Puisque f = g p.p. implique [ |f|dp = [ |g]dp et
[ fdu= [gdusi fetgsont dans L', on peut définir sans ambiguité, pour f € L?,
[ 1f|dp puis, si [|f]dp < 400, [ fdp. Par abus de langage, dans toute la suite nous
noterons de la méme facon une fonction et sa classe d’équivalence. On pose alors, pour
1<p<+4ooet felLD,

11l = [/|frpdmi

et, pour p = 400,
[ flloe = inf(M, p(|f] > M) =0).

On a deux inégalités fondamentales. Pour f,g € LY,
L +gllp <[ fllp +llgllp, 1 <p <00 (1.5)

13



1.3. Intégration Chapitre I. Rappels d’intégration

qui s’appelle I'inégalité de Minkowski et

_l’_

Fglle < 11 fllpllgllg, 1 <p < o0, =1 (1.6)

==

qui s’appelle I'inégalité de Holder. Notons que pour p = ¢ = 2, (1.6) implique I'inégalité

de Schwarz
([ 1fgldny < ([ £ [ ).

Ep:{feﬁo,/|f|pd,u<—l—oo}, Lp:{fELO,/|f|pd,u<+oo}.

On note

Alors LP muni de la norme ||.||, est un espace de Banach et L? est un espace de Hilbert
pour le produit scalaire

<t.9>= [ fodn

On peut aussi considérer le cas des fonctions a valeurs complexes. On définit de la
méme fagon Lé = L%(E, B, ). 11 faut noter que L% est associé au produit scalaire

<f.9>= [ fodu

Proposition 1.3.8. Pour 1 <p < +o0, E* = {f =3} aplga, : Ap € B, p(Ax) <
+oo} est dense dans LP(E, B, ).

Preuve:

11 suffit de considérer f > 0. Alors il existe (prop.1.1.2) une suite f, € BI telle que
fol f-Vuque fE< fPe Ll f, € % On a, puisque f < +00 p.p., |f — fa|? — 0 p.p.
et |f— fulP < fP € £ donc (th. de Lebesgue) [|f — fulPdu — 0

Soit p une mesure sur (K, B). On peut lui associer une application I de B* dans R"
en posant I(f) = [ fdu, f € BT. L’application I a les propriétés suivantes: I(f + g) =
I(f)+ I(g), I(af) = al(f),a € R" et I(f,) T I(f) si fn T f. Réciproquement on a,

Proposition 1.3.9. Soient (E,B) un espace mesurable et I une application de B
dans R telle que

o (i)sif,ge BT, I(f+9)=I(f)+1(g): si feB" eta€cR", I(af)=al(f),
o (i) si fn€ BT etsiful f, I(fn) 1 I(f).

Alors p(A) = I(114y), A € B, définit une mesure sur B et on a, pour toute f € BT,
I(f) = [ f dp.

14



Chapitre I. Rappels d’intégration 1.3. Intégration

Preuve:
Soient A,, € B des ensembles deux & deux disjoints d'union A, ona Ly =37 Ligy =
lim T 2221 ]]'{Ak} et

p(A) =T(Lgay) =I0im 1) Tgay) =lm 17O Tpa,y) =lim Y I(1a,y)

k=1 k=1 k=1
:ZEE:H(An)

Ce qui montre que p est une mesure. On a alors, pour toute f € eB™, I(f) = [ fdp.
On conclut facilement en utilisant la prop.1.1.2

Donnons deux applications.

Mesures a densité.

Proposition 1.3.10. Soient (E,B, 1) un espace mesuré et h € B*. La formule v(A) =
fA hdu, A € B définit une mesure sur B appelée mesure de densité h par rapport a p.

On a, pour toute f € BT,
/fdyz/fhd,u. (1.7)

De plus f € B, est v-intégrable ssi fh est p-intégrable et l’on a dans ce cas (1.7).

Preuve:
On considere la fonctionnelle I(f) = [ fhdu, f € BT et on applique la prop.1.3.9. La
derniere assertion est pure routine en écrivant f = f* — f~

Mesures images.

Proposition 1.3.11. Soient h une application mesurable de (E,B) dans (F,F) et p
une mesure sur (E,B). La formule v(A) = u(h=*(A)), A € F, définit une mesure sur
(F,F) appelée mesure image de p par h. On a, pour toute f € FT,

/fdy:/fohd,u. (1.8)

De plus f € F, est v-intégrable ssi f o h est u-intégrable et l’'on a dans ce cas (1.8).
Preuve:

On considére la fonctionnelle I(f) = [ fohdu, f € F' et on applique la prop.1.3.9.
La mesure associée a I est

v(4) =1(4) = /11{,4} o hdp = /]l{hl(A)} dp = p(h™' (A)).
On conclut facilement g

15
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1.4. Mesures produits

Soient (Eq,B1) (Es,Bs) deux espaces mesurables. On définit une tribu sur Fq x FEo,
appelée tribu produit de By et By et notée By ® By, par

B ® By = O‘(A1 X Ao, A1 € By, Ay € 82)

Alors si f : E1 X By — R" est une fonction B1 ® By-mesurable, on a que pour tout
x1 € By, 9 — f(x1,22) est Ba-mesurable et que, pour tout xy € Eo, x1 — f(z1,22)
est Bi-mesurable. En particulier si A € By ® Ba, Ay, = {x1, (z1,22) € A} € By et
Ay, = {z2, (r1,29) € A} € By. On en déduit facilement que, si f € (By @ By)*
et si p; est une mesure sur (E;,B;), 1 — [ f(z1,22)dpa(xs) est Bi-mesurable et
xy — [ f(x1,22) dui(z1) est Bo-mesurable.

Théoréme 1.4.1. Soient (Eq1,B1,u1) et (Eo, Bo, u2) deur espaces mesurés avec g et
o o-finies. Il existe une unique mesure sur By ® Bs, notée 1 ® us et appelée mesure
produit de py et s, telle que,

pour tous Ay € By, A € Ba, p1 @ pa(A; x A2) = (A1) p(Asz).

De plus, pour toute f € (B1 ® By)™T,

/ f iy ® g = / ( / F (a1, 22) dan (1)) dpaa(rs) = / ( / F (@, 22) dpaa(2)) dpey (1),

Preuve:
(i) Unicité. On applique la prop.1.2.3 &4 C = {4, A = A; x Ay, A} € By, Ay €
82) :U‘(Al) < 00, M(AQ) < +OO}

(ii) Existence. On applique la prop.1.3.9 & I1(f) = [([ f(z1,22) dpi(z1)) dpa(zs) ce
qui donne 'existence. Mais on peut aussi appliquer la prop.1.3.9 a Iy(f) =

([ fz1,22) dua(x2)) dui(z1) et, vu l'unicité, on a I1(f) = Ia(f) »

Si f € LE&(11 ® p2), on peut appliquer le théoreme précédent a (R(f))™, (R(f)),
(S(f)*" et (S(f))~ et on obtient le théoréeme de Fubini:

Théoréme 1.4.2. Soit f € E%C(,ul ® pg). Alors,

J1f (@, w2)| dpa(x2) < 400 p1 p.p. et pr(z1) = [ f(x1,22) dpa(xa) € L (1),
J1f (@1, 22)| dpi(z1) < 400 pp p.p. et do(xa) = [ fla1,x2) dpr(21) € LM (p2), et

/ f iy ® 2 = / ( / F (1, 22) dan (1)) dpaa(rs) = / ( / F (a1, 22) daa(2)) dpes (1),

Tout ceci s’étend sans (trop de) peine au cas de n espaces mesurables. Il y a quelques
vérifications fastidieuses a faire du type p1 ® (p2 ® pu3) = (pu1 ® po) ® ps. De plus dans
la formule d’intégrations successives, les variables peuvent étre intégrées dans tous les
ordres possibles. A ce sujet, le grand principe est: si f est positive, tout est permis, si
f est de signe quelconque ou complexe, on considére d’abord |f| et on commence par
montrer que |f| est intégrable.
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Considérons (R, B(R), A), A mesure de Lebesgue. La premiere chose a vérifier est que
BR) ® BR) ® ... ® B(R) = B(RY), ce qui est assez facile. On définit alors, sur
R4, B(RY), A\g =A@ A®...® A. On peut appliquer la prop.1.2.3 &

d
C={A A=]]laibil —00 < a; < b < +o0}.
=1

On obtient que Ay est I'unique mesure sur B(Rd) telle que, pour tout —oo < a; < b; <

+o0,
d

d
Aa([Tlai bil) = TT (b5 — aa).

=1 i=1

On appelle Ay la mesure de Lebesgue de R,

1.5. Mesures de Radon sur R?

Nous étudions plus en détails les mesures sur R utilisant ses propriétés topologiques.
On note

e C} 'ensemble des fonctions continues bornées sur R?,

e Cj I'ensemble des fonctions de C tendant vers 0 a l'infini,

e (} 'ensemble des fonctions de Cy & support compact.

On munit ces espaces de la norme ||f|| = SUp |f(z)]. Alors Cp est un espace de
Banach séparable (il existe une suite dense). Rappelons que:

e Etant donnés K compact C U ouvert, il existe f € Cr, 0 < f <1, f =1 sur K,
f=0sur U°.

e Soit K un compact. Il existe une suite d’ouverts U,, et une suite f, € C} telles
que K =lim | Uy, Ligy =1lim | f,.

e Soit U un ouvert. Il existe une suite de compacts K,, et une suite f,, € C}, telles
que U =lim | Ky, Ly =lim T f,.

L’objet auquel on s’intéresse est le suivant.

Définition 1.5.1. On appelle mesure de Radon sur R? toute mesure sur B(Rd) finie
sur tout compact.

Donc toute mesure bornée sur B(R%) ainsi que la mesure de Lebesgue sur R? sont des
mesures de Radon.

Soit z une mesure de Radon sur RY. Alors Cj, € LY (p) et I : f — J fdp est une
forme linéaire positive sur Cj. Il est remarquable que toutes les mesures de Radon
s’obtiennent ainsi (c’est le théoreme de Riesz):

17
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Théoréme 1.5.2. Soit I une forme linéaire positive sur Cy. Il existe une et une seule
mesure de Radon p sur B(RY) telle que, pour toute f € Cy, I(f) = | fdu.

Ce théoreme fournit une seconde méthode pour construire des mesures. Considérons
par exemple Ci(R). Pour f € Ci(R), on peut construire f_t;o f(z) dzx par des méthodes
élémentaires (sommes de Riemann ou limite de fonctions en escalier). Appliquant ce
théoréme, on en déduit 'existence de la mesure de Lebesgue sur R. La démonstration
du th.1.5.2 est difficile. Notons cependant que I'unicité est une conséquence immédiate
de la prop.1.2.3. En effet:

Lemme 1.5.3. Soient i et po des mesures de Radon sur B(Rd). On suppose que,
pour toute f € Cy, [ fdpr = [ fdug. Alors py = ps.

Preuve:

Soit C la classe des ouverts bornés. Pour tout U € C, il existe f, € Cj telle que
Liyy = lim T f,. On a donc (convergence monotone) 1(U) = p2(U) < +oco. Comme
C est stable par intersection finie, engendre B(R?) et que R? = lim 1 U,,, U, € C, on
conclut par la prop.1.2.3

Si la mesure u est bornée, Co C L(u) et I: f— | f dp est une forme linéaire positive
sur C. On a réciproquement:

Théoréme 1.5.4. Soit I une forme linéaire positive sur Cy. Il existe une et une seule
mesure bornée p sur B(R?) telle que, pour toute f € Cy, I(f) = | fdp.

Toute mesure de Radon est réguliere au sens suivant.

Proposition 1.5.5. Soit y une mesure de Radon sur B(]Rd). On a, pour tout A €
B(R?),

w(A) =sup(pu(K), K compact C A) = inf(u(U), U ouvert O A).

Preuve:
(i) On suppose d’abord u bornée. Soit C = {A € B(R?), pour tout ¢ > 0, il existe K
compact et U ouvert tels que K C A C U et u(U \ K) < €}. Alors

a. C contient les ouverts. Si U est un ouvert, il existe K, compacts, K, T U et donc

n(U\ Kn) — 0.

b. C est stable par complémentation. Supposons K C A C U et u(U \ K) < ¢, on a
U C A C KCet p(K\U®) < e, K est ouvert et U fermé. On choisit K, compacts,
K, TR u(U°\U°NK,) — 0 et U°N K, est un compact inclus dans A°.

c. C est stable par intersection dénombrable. Soient A, € C, p > 1. Il existe K, compacts
et U, ouverts tels que K, C A, C Uy et u(Up \ Kp) < 55. On a NK, C N4, C NU,
et u(NU, \ NKp) < pu(UU, \ Kp)) < > (U, \ Kp) < e. K = NK, est compact. Soit
Vi = Mp_1Up, Vi, est ouvert, Vi, D NU, et w(Vp, \ NU,) — 0. Donc NA, € C.

Les points a,b,c montrent que C est une tribu et donc C = B (Rd).
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(ii) Passons a p quelconque. Si pu(A) < +o00, on applique le résultat précédent a la
mesure bornée v(B) = u(AN B) ce qui donne "approximation par des compacts. Pour
les ouverts, on considere V,, = {|z| < n}, D, = V,, \ V,,—1 et les mesures bornées
pn(B) = u(Vy, N B). Pour tous n et ¢ > 0, il existe vu (i) des ouverts U,, contenant
AN D, tels que pu,(U, NV,) < wW(AND,)+e2™ On aalors A C U = U, U, NV,
ouvert et p(U) <> (U NV,) < pn(A) +e.

Si pu(A) = 400, il n’y a rien & montrer pour les ouverts. On choisit alors K,, compacts,
K, TR% onapu(ANK,) T u(A) = +oo et, pour tout n, u(A N K,) = sup{u(H), H
compact C AN K,}. On conclut facilement 5

De cette proposition, on déduit aisément,

Théoréme 1.5.6. Soit i une mesure de Radon sur B(Rd). Alors pour tout p, 1 < p <
+00, Cy est dense dans LP(R?, ).

Preuve:

Vu la prop.1.3.8, il suffit d’approcher 14y, A € B(R?), u(A) < +oo. D’apres la
prop.1.5.5, il existe des compacts K, tels que K, C Aet u(A\K,) = [[1yay— Lk, yl[p —
0. Il suffit donc d’approcher ]l{ K}, I compact. Mais il existe f,, € Cj tels que f;, | Il{ K}
Utilisant le th. de Lebesgue, on a [|L{xy — fullp —=n 0

Corollaire 1.5.7. Soit p une mesure de Radon sur B(R). L’espace des fonctions en

escaliers i.e. de la forme Y01 ailyy, 4,1, t1 < ... <tn, est dense dans LP(R, j1).

Preuve:
Vu I'uniforme continuité, il est facile d’approcher en norme ||.||,, une fonction de C}, par
des fonctions en escaliers. On applique ensuite la prop.1.3.8 &

1.6. Convolution et transformation de Fourier

Précisons d’abord que nous n’avons pas 'intention de faire un exposé un tant soit peu
exhaustif du sujet mais seulement de présenter quelques résultats utiles en probabilités.
On se place sur R%. On note M, Pensemble des mesures bornées sur B(R9).. Si f € C),
et u € My, on écrit indifféremment [ fdu, p(f) ou < p, f >. On note A la mesure de
Lebesgue sur R et dz pour d\(x). Si p € My a une densité h par rapport a A, on écrit
w=hA.

convolution

Soit ¢ lapplication de R? x R¢ dans R?, (x,y) — x+y.

Définition 1.6.1. Soient p,v € Myp. On appelle produit de convolution de p et v et
on note p* v la mesure sur R? image de p @ v par ¢.

D’apres (1.8), p * v est caractérisée par:
pour toute f € B (RY), /fd(,u * V) = /f(a; +y)du(z)dv(y). (1.9)
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On a donc p*xv(l) = p(l)v(l) et p*xv € My.
Supposons que p = ¢.\. On a (tout est positif)

/fd(,u*y):/f(x—i—y) ) dzdv(y /f /(;Sa;— )dv(y)) dz

et donc, si on pose
sxvia) = [ oa—y)dvly) (1.10)

¢*v < 400 A p.p.et ona (¢.\)xv = ¢xv.\. Noter que (1.10) est définie sans probleme
pour ¢ € L®(v) et v € M,,.

Supposons que p = ¢.\ et v = 1. \. On a (tout est positif)

[t = [ 16+ potawt) dudy = [ 1) [ oo - yot) dy) da,

et donc, si on pose
o *P(x /gbx— y) dy, (1.11)

¢*1 < +00 A p.p. et on a (P.\) * ( = ¢ x . \. Noter que (1.11) est définie sans
probléme pour ¢ € L®()) et 1 € L1(A )

Transformation de Fourier

Définition 1.6.2. Soit u € My. On appelle transformée de Fourier de p et on note i
la fonction sur R définie par i(t) = [ e<t*> du(z).

Vu que |e<t®>| < 1 € LY(u), t — f(t) est continue ( cor.1.3.6). Si p est symétrique
(i.e. u(A) = pu(—A)), f1 est réelle. Enfin on a

[a@)] < p(1) = [(0). (1.12)

Si on note

s

(1) = [ < pla)da, fe Ll
on a, pour p = h.\, i(t) = h(t).
Théoréme 1.6.3. Soient ju,v € My. On a p*v(t) = a(t)o(t).

Preuve:
En effet, puisque |e*<t*t¥>| <1 € LY (p®v), on a (th.1.4.2),

o(t) = / <> () (z) = / e/ <PV dp(x)dv (y)
_ / i<t g1y () / <Y du(2) = (1) (1) m
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Ce paragraphe est consacré a quelques résultats techniques utiles pour la suite.
On pose, pour ¢ > 0 et 2 € R?,

- |22
go(z) = (2mo?) "2 exp(—_3); |z =22 4+... + 3. (1.13)

On a g, € Co, [go(x)dz =1, [|2]|?g,(z)dx = od.

~ a?|t)?
Lemme 1.6.4. g5(t) = exp(——5—).

Preuve:
Soit ¢(t) = (27T)_1/2feit“e_u2/2 du, t € R. Vu que |%eit“| < |u| € LY(e ¥*/2.)\), on
peut appliquer la prop.1.3.7 et on a

¢ (t) = i(2m)~Y/? / et d(—e~"/2) = —(2m)"1/% / et /2y = —t(t)

d’olt ¢(t) = Ce*/2 = e=/2 puisque ¢(0) = 1. Alors (th.1.4.2)

d
_ i —|xl2/262 _ ; 22 /942 22042
(271'0'2) d/2/ez<t,m>e |z|?/20 dr = H(27_[_0_2) 1/2/ezthke x3 /20 dxy = e ° [t]%/2 .
k=1

Lemme 1.6.5. Pour toute f € Cy, ||g5 * f — f|| —=6—0 0.

Preuve:
Notons d’abord que

02/ go(w)dr < / 229, (2) dz < o2d.
{lz[>a} {lz[>a}

Soit € > 0. f étant uniformément continue, il existe o > 0 tel que, pour tous z,y
vérifiant |z —y| < «, |f(z) — f(y)| < £/2. Alors

g0 % £(2) |—|/gaa:— (z) - 1(4)) dy]

/ 0o (x — )| f () — F(y)|dy + / 6oz — 9 F () — F()|dy
{lz—yl<a} {lz—y|>a}

o2d
/W_ )dy+2|\fH/ (w)dr < S +2llf|1 Sy <
=2 |x|>a} 2

IN

si o est assez petit »
Corollaire 1.6.6. La famille (go % f; 0 > 0, f € Cy) est dense dans Cy.

Preuve:

On a g, * f(z) = [go(z — y)f(y) dy. Vu que |go(z —y)f(y))] < [f(y)| € L(N), on
montre facﬂement grace au cor.1.3.6, que g, x f € Cy. C) étant dense dans CY, il suffit

d’approcher les fonctions de Cy, c’est I'objet du lem.1.6.5 »
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Lemme 1.6.7. Pour toutes u,v € My,

[ gm s vi@)duta) = 2m) = [ 0 g ouyptu) dudv ).

Preuve:
Vu que, g,(z) = 0% (z/0), on a (lem.1.6.4),

e 1t?/20% Jo—1(t) = /ei<t’“>g0_1(u) du = ad/ei<t’“>g1(0u) du
et go(t) = (2m) "2 [ i<t¥> g (ou) du. On a alors
o< v@dnte) = [ gt~y dvty)duta)
= (22 [ g ) dudp(a) ()

= (202 [ gy ) [ 0 dua)) dudv()

grace au th.1.4.2 puisque [e*<*~%%> g (gu)| < |g1(ou)| € L1A@ p @ V)

Prenant v = é, dans le lem.1.6.7, on a, pour toute u € My,
/gg(x —a)du(z) = (2m)~4? /e_i<a’“>g1(0u),&(u) du. (1.14)

Si on prend v = f.\ dans le lem.1.6.7, on a pour toute u € M, et toute f € L1 () (ou
toute f € £1(\) par différence),

[ 90 % 1) duta) = @n) 2 [ gy s () dudy. (119
Nous pouvons maintenant établir 'injectivité de la transformation de Fourier.
Théoréme 1.6.8. (i) Soient p,v € My. Si, pour tout t, ji(t) = 0(t), on a p=v.
(i3) Soit p € My. Si i € LY(N), on a p = h.\ avec
y) = (2m) [ ) du

Preuve:
(i) Vu (1.15), on a, pour toute f € Ck, [ go * f(z)du(z) = [ g, * f(x) dv(z) et donc
(lem.1.6.5) [ f(z)du(z) = [ f(z)dv(x) et (lem.1.5.3) u = v.

(ii) Considérons (1.15) pour f € Cj. Lorsque 0 — 0, le terme de gauche tend vers

J f(@)dp(z) (lem.1.6.5) et e™"<¥"> gy (ou)u(u)f(y) — (2m) 92" <¥*>i(u)f(y) en
restant borné par |i(u)f(y)| € LY(A ® A). On peut donc appliquer le th. de Lebesgue
au terme de droite et on obtient a la limite,

/ £ (@) du) = (2m)~ / eIV () f () dudy

= [(en [ au ) dy = [ fant)dy
donc (lem.1.5.3) = h.\ u
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1.7. Convergences de mesures

Soient pi,, 4 € Mp. On veut donner un sens a “u, converge vers u”. La premiere idée
est de dire que p,, converge vers u si, pour tout A € B(RY), pu,(A) — u(A). Mais ceci
est tres restrictif. Par exemple si p,, = d1 € My(R), on n’a pas la convergence en ce
sens de u, vers u = §p puisque py,(]0, 1]) Zlet que p(]0,1]) = 0. On va plutét définir
la convergence en utilisant la dualité avec certains espaces de fonctions continues.

Définition 1.7.1. Soient pn,pu € Myp. On dit que p, converge vers p vaguement si,
pour toute f € Cy, [ fdu, — [ fdu, faiblement si, pour toute f € Co, [ fdu, —
[ fdu, étroitement si, pour toute f € Cy, [ fdun — [ fdu.

Evidemment la convergence étroite implique la convergence faible et la convergence
faible implique la convergence vague. Par contre, sur R, §,, converge faiblement vers
0 et pas étroitement, nd, converge vaguement vers 0 et pas faiblement. En fait pour
passer de la convergence vague a la convergence étroite, il faut ajouter la “conservation
de la masse”. C’est ce que montre la proposition suivante. Rappelons que, pour p € My
et f € Cy, on écrit aussi bien [ fdp que p(f).

Proposition 1.7.2. Soient p,, i € My. Si pu,, converge vaguement vers p et si pi, (1) —
w(1), py, converge étroitement vers .

Preuve:
On a, pour feCpet ge Cf, 0 < g <1,

ln(f) = (] < Nun(f) = pa(FO)| + lun(fg) — u(fo)| + |n(fg) — u(f)]
< I (a(1) = pa(9) + ln(fg) — u(fo) + [1F1((1) — pu(g)).

On a donc limsup, |un(f) — p(f)] < 2[|f|I(u(1) = p(g)). Vu quil existe gn € C,
0 <g,<1,tels que g, T 1et qualors p(gn) T p(1), u(1) — p(g) est arbitrairement petit
et pn(f) — p(f). Ceci montre que p,, converge étroitement vers ;i u

Convergence faible

On dit que H C Cj est total dans Cj si ’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments
de H est dense dans Cj.

Proposition 1.7.3. Soient pin,,u € My et H un ensemble total dans Cy. On suppose
que, pout tout g € H, un(g) — u(g) et que A = sup,, un(1l) < 400, alors p, converge
faiblement vers u.

Preuve:
Soit V' Iespace vectoriel engendré par H. On a V = Cy et, pour toute g € V, uu,(g9) —
wu(g). Soient f € Coet g€V, on a

ln(f) — p(f)] i (f) = (@] + |1 (g) — 1(g)] + [p(g) — p(f)]

f = gllpn (1) + |pnlg) — (@)l + [1f = gllp(1).

IA A
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On a donc limsup,, |un(f) — w(f)] < |If — g||[(A + p(1)). Cette derniere quantité étant
arbitrairement petite, p,(f) — wu(f) et p, converge faiblement vers p u

Le théoréme suivant montre que I'ensemble {u € My, u(1) < M} est faiblement com-
pact.

Théoréme 1.7.4. Soient p, € My telles que A = sup,, pun(1) < +o0. Il existe une
sous-suite fin, et u € My telles que p,, converge faiblement vers pu.

Preuve:

Soit V= {¢1,02,...,¢k,...} un ensemble dénombrable dense dans Cjy. On a, pour
tous n et k, |un(dr)] < All¢r||. La suite p,(¢1) étant bornée, il existe (n}) telle que
fin! (¢1) converge; la suite Mni((f)g) étant bornée, il existe (n2) C (n}) telle que “”i(@)
converge;. .. La suite diagonale (nf) est telle que Mn’,g(Cb) converge pour toute ¢ € V.
On pose pj, = - Pour feCypet g €V, on a

| (f) = 1 ()] |1 (F) =t 1 (D) [ 1(8) = (D) + |11 (D) — ()]

1 = i (1) + 1 2(0) — (D) + 11 = &lla (1)

D’ott lim sup,, supy, |y, (f) — pn, (f)] < 24]|f — ¢|. Cette derniere quantité étant arbi-
trairement petite, u! (f) est une suite de Cauchy et donc converge pour toute f € Cy.
On pose I(f) = limy, u,,(f). Alors f — I(f) est une forme linéaire positive sur Cy, il
existe donc (th.1.5.4) p € My telle que I(f) = p(f) et ), converge faiblement vers  u

IA N

Convergence étroite

Pour le probabiliste, c’est la plus intéressante puisqu’elle conserve les probabilités!
Revenons d’abord au probleme de la convergence sur les ensembles. On a vu que py,
peut converger étroitement vers u sans que pup,(A) converge vers u(A). La question est

J— o
de savoir pour quels ensembles on a cette convergence. On note 0A = A\ A la frontiere
topologique de A i.e. la fermeture moins l'intérieur.

Proposition 1.7.5. Soient p,, u € My. On suppose que u,, converge étroitement vers
. Alors, pour tout A € B(RY) tel que u(0A) =0, pn(A) — p(A).

Preuve:
11 existe f,, gp € C’gr telles que g, | 1{Z}> 1 1{2}’ alors 1u(gp) | p(A) et u(fp) 1T p(A).
On a donc, vu I'hypothese, 1(gp — fp) —p 0 et, vu que f, < Legy < gy,

pn(fp) — 11(gp) < pn(A) — p(A) < pnlgp) — p(fp)

d’ott |pn(A) — p(A)] < pnlgp) — 1(fp)l + i (fp) — 1(gp)|. On a donc lim sup,, [pn(A) —
1(A)] < 2(u(gp) — 1 fp)). Cette derniere quantité étant arbitrairement petite, p,(A) —

p(A)
Le th.1.7.4 n’est pas valable pour la convergence étroite car la “masse” de u, peut aller
a Uinfini (il suffit de considérer u,, = d,). On va préciser ce point.
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Lemme 1.7.6. Soit pu, € My une suite convergeant étroitement vers i, alors, pour
tout € > 0, il existe un compact K tel que, pour tout n, pu,(K¢) < e.

Preuve:

Pour a assez grand, pu(|z| > a) <e. Soit f € Cy telle que Ligzsat13 < f < Ligja)>ayy-
On a u(f) < e et donc, pour tout n > ng, pn(f) < e d’ott up({|z] < a+1}¢) <e. On
conclut facilement »

En fait cette condition suffit a assurer la compacité étroite, c’est le théoreme de Prokhorov.

Définition 1.7.7. Une suite p,, € My est dite tendue si, pour tout € > 0, il existe un
compact K tel que, pour tout n, u,(K°) < e.

Théoréme 1.7.8. Soit ju, € M; une suite tendue vérifiant A = sup,, pin(1) < 4o00. Il
existe une sous-suite [i,, convergeant étroitement.

Preuve:

On sait (th.1.7.4) qu'il existe une sous-suite p) = p,, convergeant faiblement vers
€ My. Soit € > 0. 1l existe, c’est 'hypothese, un compact K tel que, pour tout n,
pn, (KC¢) < € et aussi, quitte a agrandir K, u(K¢) < e.Soit f € Cp, 0 < f <1, f > Lygy.
Ona0<1—f<TLigeyet

i (1) = (1) < [y (f) = ()] + pn (1= ) + (1 = f) < | (f) = p(f)] + 2.

Donc limsup,, |p), (1) — p(1)] < 2e et p) (1) — p(l). Vu la prop.1.7.2, u! converge
étroitement vers i

Le critere suivant est essentiel en probabilités.

Théoréeme 1.7.9. Soient p,, pu € My. Alors pu,, converge étroitement vers p ssi, pour
tout t € R, i, (t) — fi(t).

Preuve:

Puisque t — e est continue bornée, u, converge étroitement vers p implique
que fi,(t) — fi(t). Réciproquement supposons que, pour tout t € R?, i, (t) — fi(t).
On a en particulier p,(1) = /i,(0) — 4(0) = p(1l) dot A = sup,, un(1) < 400 et
lfin (t)] < |fn(0)] < A. Soit f € Cy, on a, vu (1.15),

i<t,x>

/ Go * 1 (&) djin () = (27) 02 / eIV gy (o) () £ () dudy.

—1<y,u> —1<y,u>

Par hypotheses e g1(ouw)fin(u)f(y) — e g1(ou)i(u) f(y), son module étant
borné par Ag; (ou)|f(y)| € L1 (dudy). On a donc (th. de Lebesgue)

(2m)~ 2 / o™ gy (ou)fin (u) f () dudy —, (2m) =2 / T gy (ou)(w) f (y) dudy.

Ce dernier terme est égal, vu (1.15), & [ go * f(z)du(x). Donc, pour toute f € Cy,
[ 9o * f(x) dpn(x) — [ go* f(x) du(zx). Les (g5, o > 0, f € C}) étant denses (cor.1.6.6)
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dans Cy, py, converge faiblement vers p (prop.1.7.3). Comme gy, (1) — u(1), py, converge
étroitement vers p (prop.1.7.2) u

S'il est souvent facile de calculer la limite ¢(¢) de fi,(t), il est plus délicat de voir si ¢
est une transformée de Fourier. Le théoreme de P. Lévy répond a cette question.

Théoréme 1.7.10. Soient ju, € M, telles que, pour tout t € R?, ji,(t) — é(t). Si la
fonction ¢ est continue en 0, il existe up € My, telle que ¢ = i et pu, converge étroitement
vers .

Preuve:

Vu que pn(1) = f1n,(0) — ¢(0), on a sup,, i (1) = A < +00. De plus |fin(t)] < ’ﬂn(o)’ <
A et |p(t)] < A. Il existe donc (th.1.7.4) une sous-suite pp, telle que iy, converge
faiblement vers y € M;. On pose p), = fin, . D’aprés (1.14), on a, pour tout y € RY,

[ gela =) dui@) = (2m) 7 [ =gy (0u) () du
Passant a la limite en k, on a (la justification est la méme qu’au cours de la preuve du
th.1.7.9),

[ 9wt =) duta) = 2m) 2 [ &0 gy o) du.

On a donc vu (1.14)
/e_i<y’“>91(0u)ﬂ(U) du = /e_i<y7u>91(au)¢(“) du.

D’ou (th.1.6.8) fi(u)g1(ocu) = ¢(u)g1(ou) A p.p. et, g1 étant > 0, j(u) = ¢(u) A p.p.
Soit E = {i = ¢}, on a A\(E°) = 0. 1l existe donc z,, € E tel que x,, — 0. On a, pour
tout n, fi(x,) = ¢(zy,) et, les deux fonctions étant continues en 0, 1(0) = ¢(0). On a
donc p (1) = f15.(0) — ¢(0) = 1(0) = p(1) et (prop.1.7.2) ) converge étroitement vers
. On en déduit (th.1.7.9) que ¢ = [i et que u,, converge étroitement vers p u

1.8. Mesures signées

Soit (E, B) un espace mesurable.

. . . . =+ .
On a réservé le nom de “mesures” aux applications o-additives de B dans R~ mais on
peut aussi s’intéresser aux applications o-additives de B dans R.

Définition 1.8.1. On appelle mesure signée toute application p de B dans R telle que

(i) p(@) =0,

(ii) pour tous A,, € B deuz a deux disjoints et de réunion A, la série > u(Ay,) converge

et S, n(An) = n(A).

Remarquons qu’une mesure bornée est une mesure signée mais qu’une mesure non
bornée n’est pas une mesure signée a cause de la valeur +oc.
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Exemple. Soit p = p1 — pg avec pq, g mesures bornées, alors p est une mesure signée
(on verra que toutes les mesures signées sont obtenues ainsi). Si 1 et 2 ont des densités
hi et hy par rapport & une mesure A, on a p(A) = [, hdX avec h = hy —hy € LY(N). Si
on pose S = {h > 0}, on a, pour tout A, u(ANS)= [, hlisydA >0 et p(ANS) =
1) 4 hl {seydA < 0 1ie. S “porte” la partie positive de p et S “porte” la partie négative
de p. En fait cette situation est représentative du cas général et on peut montrer:

Théoréme 1.8.2. Soit u une mesure signée sur (E,B). Il existe S € B tel que, pour
tout A€ B, u(AnS) >0, u(AnSsc) <0.

On pose
p(A) = n(ANS), p(A)=—-p(ANSe), |ul=ps+p-. (1.16)

Alors 4, pi—, |p| sont des mesures bornées sur (E,B) appelées partie positive, partie
négative et valeur absolue de . On a évidemment p = py — p—. Donnons en quelques
propriétés simples.

Corollaire 1.8.3. |u| est la plus petite mesure telle que, pour tout A € B, v(A) >

(A

Preuve:

D’une part [u(A)] = |u(ANS) + p(ANS) < [u(ANS)| + (AN S)| = |ul(AN
S) + |p[(A NS¢ = |u|(A). D’autre part si, pour tout A, v(A4) > |u(A)|, on a v(A4) =
v(ANS) +v(ANS) = [u(AN )|+ [u(ANS)| = [ul(ANS) + [ul (AN S5) = [u|(A) »

Corollaire 1.8.4. Si pu = vy — vs, vy, v9 mesures bornées, on a vy > uy et vo > .

Preuve:
Onaput(A) =pANS) <vi(ANS) <vi(A) et p_(A) = —p(ANSe) <wr(AN S <
I/Q(A) [

Corollaire 1.8.5. On a, pour tout A € B, u(A) = [, hd|u| avec |h| = 1.

Preuve:

On a u(4) = p(AN ) + (AN S) = [u (AN S) ~ [u| (AN S°) = [, (Lgsy —Lgsey)dly]
Théoréme de Radon-Nikodym

Si u(A) = [, hdX est une mesure signée, on a évidemment, pour A € B, A(4) = 0
implique p(A) = 0. Il est remarquable que cette propriété suffise & caractériser les
mesures ayant une densité par rapport a A.

Définition 1.8.6. Soit A\ une mesure sur (E,B). On dit qu’une mesure signée sur
(E,B) (ou o-finie) pu est absolument continue par rapport a A si

A € B et \M(A) =0 impliquent 1(A) = 0.
On note alors ¢ < A. On a:
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Théoréme 1.8.7. On considére un espace mesuré (E,B,\), A o-finie.

(i) Soit . une mesure signée sur (E,B) telle que u < \. Il existe ¢ € L1()\), unique
un X\ p.p. prés, telle que, pour tout A € B, u(A) = [, ¢dA.

(ii) Soit u une mesure o-finie sur (E,B) telle que p < X. Il existe ¢ € B, unique a
un X\ p.p. pres, telle que, pour tout A € B, u(A) = [, ¢dA.

Preuve:

(i) Supposons d’abord g, A mesures bornées et © < A. On pose p = A+ pu. On a
L%(p) € LYp) € LY(p) et f = g p p.p. implique f = g p p.p. On peut donc définir
I(f) = [ fdupour f € L*(p) et 'on a

()l < / fldu < / Fldp < (p(E)V2( / P2 dp) 2.

Ceci montre que f + I(f) est une forme linéaire continue sur L?(p). Il existe donc
g € L%(p) telle que I(f) =< g, f > et donc g € L2(p) telle

pour toute f € £2(p), /fdu: /fgdp. (1.17)

Prenant f = 14y dans (1.17), on a, pour tout A € B,

Oﬁ/Agdpzu(A)Sp(A)Z/Aldp,

ce qui implique que 0 < g < 1 p p.p. Prenant f = L,y dans (1.17), on a u(g =
1) =p(g=1) dou A(g = 1) =0 et, vu 'hypothese, (g = 1) = 0 et enfin p(g = 1) = 0.
Onadonc0<g<1pp.p-

De (1.17) on tire, puisque p = A + u, pour toute f € L2(p), [ f(1 —g)du = [ fgdX.
Par limite croissante, on a

pour toute f € BT, /f(l —g)du = /fgd)\. (1.18)

1
Prenant f = 1 {_Ai] dans (1.18), on a u(A) = [, ¢ dX avec ¢ = I g 7

(ii) Supposons maintenant g mesure signée, A mesure bornée et p < A. Puisque
|u[(A) = p(ANS) — u(ANS*) =0si AM(A) =0, on a |u| < A Donc |u| = ¢.\ et
(cor.1.8.5) pu = ¢h.\.

(iii) Ces résultats s’étendent immédiatement au cas o-fini en “découpant” E.

Enfin 'unicité résulte facilement de la propriété (iv) 1.3.3. s

Soit g une mesure signée sur (E,B). On a (cor.1.8.5), u = h.|u| avec |h| = 1. Si

f € L(|p]), on définit
[ = [ sl
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Revenons au cas ot £ = R% On note M, I'ensemble des mesures signées sur B(R%).
Sipe Mset feCy=Co(RY), posons I(f) = [ fdu. On a |[I(f)| = | [ fhdlu|| <
[1fldp| < |u|(RY)||f]]. Donc f + I(f) est une forme linéaire continue sur C. En fait,
elles sont toutes de cette forme:

Théoréme 1.8.8. Soit f — I(f) une forme linéaire continue sur Cy. Il existe y € Mg
unique telle que, pour toute f € Co, I(f) = [ fdp.
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Chapitre 2

Notions de probabilités

2.1. Espace de probabilité

Tout commence par:

Définition 2.1.1. On appelle espace de probabilité un triplet (2, A,P) ou (Q2,.A) est
un espace mesurable et P une probabilité sur A.

Les éléments de A s’appellent des événements. Pour des événements A et B, on écrira
indifféremment AN B ou AB.

Premiéres propriétés. A,, A, B étant des événements,

(i) P(A°) =1—-P(A), si AC B, P(A) <P(B),

(ii)) PLAUB) =P(A) + P(B) - P(AN B), P(UA,) < > P(A,)
(iii) si A, T A, P(A,) TP(A), si 4, | A, P(A4,) | P(A)

Rappelons qu’un sous-ensemble B de €2 est dit négligeable si B C A € A tel que P(A) =
0. Une propriété dépendant de w est vraie presque strement, en abrégé p.s., si elle est
vraie en dehors d’'un ensemble négligeable. Notons qu’'un ensemble négligeable n’est
pas toujours un événement sauf si 'espace (€2, A,P) est complet. On peut cependant
toujours se ramener a ce cas. Voir a ce sujet 1.2.3.

Probabilité conditionnelle.

Définition 2.1.2. Soient A,B € A avec P(B) > 0. On appelle probabilité condition-
nelle de A sachant B et on note P(A|B) la quantité P(AN B)/P(B).

Noter que A — P(A|B) est une probabilité sur (£2,.4). La proposition suivante s’appelle
la formule de Bayes.

Proposition 2.1.3. Soient (B, n € N) une partition de Q avec B, € A et P(B,,) > 0.
On a, pour tout A € A tel que P(A) > 0 et tout n,

 P(B)P(AIB)
FBA) = = BB AlBY)
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Preuve:

On a P(B,|A) = ]P’%&fn) - P<Bnﬂg}f})‘"3"> et P(A) = 3, P(ANBy,) = 3., P(By,)P(A|By)

Proposition 2.1.4. Soient Ay, ..., A, des événements tels que P(Ay ... A,) > 0. Alors
P(A;... A,) =P(A)P(A3]A)P(A3]A1As) .. . P(AL|Ay ... A1),

Preuve:
Par récurrence g

Si P(A|B) = P(A), Poccurrence de A n’est pas influencée par celle de B, on dit que
les événements A et B sont indépendants. Ceci s’écrit aussi P(AN B) = P(A)P(B). On
voit facilement qu’alors A et B¢, A€ et B, A¢ et B¢ sont aussi indépendants. En fait
ce sont les tribus o(A) = {Q,0, A, A°} et o(B) = {Q, 0, B, B°} qui sont indépendantes.
Nous développerons cette notion en 2.2.

Variables aléatoires.

Les variables aléatoires sont les fonctions qui dépendent du hasard, celui-ci étant
modélisé par le tirage d’un point w € €.

Définition 2.1.5. On appelle variable aléatoire (en abrégé v.a.) a valeurs (E, &) toute
application mesurable de (2, A) dans (E,E).

Si E est dénombrable et £ = P(FE), on parle de v.a. discrete,
SiE=R" et &= B(@Jr), on parle de v.a. positive,

si E =Ret &= B(R), on parle de v.a. réelle (v.a.r.),

si E=R? et &= B(R?), on parle de v.a. vectorielle,

si E =C et &= B(C), on parle de v.a. complexe.
Définition 2.1.6. Soit X une v.a.
e Si X est positive, on appelle espérance de X et on note E(X) la quantité fXd]P’.

o Si X est réelle, telle que E|X| < 400, on appelle espérance de X et on note E(X)
la quantité [ XdP.

Définition 2.1.7. Soit X une v.a. a valeurs (E,£). On appelle loi de X et on note
wux la mesure image (prop.1.3.11) de P par X.

11 résulte de la prop.1.3.11 que px est la probabilité sur (E, &) définie par
pxM) =P(X eM) o {X el ={weQ, X(w)el'}=X"YT), (2.1)

et que
pour toute f € ETULYE, &, ux), E(f(X)) = /fduX. (2.2)
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Proposition 2.1.8. Soient X une v.a. a valeurs (E,&) et ¢ une application mesurable
de (E,&) dans (F,F), alors Y = ¢(X) est une v.a. a valeurs (F,F) et la loi de Y est
[tmage par ¢ de la loi de X.

Preuve:
Le premier point résulte de ce que la composée de deux applications mesurables est
mesurable. Quant au second, on a, pour f € FT,

/ fduy = E(f(Y)) = E(f(6(X))) = / foddux

i.e. (prop.1.3.11) py est 'image par ¢ de px »
Exemples. Il y a deux situations fondamentales.

(i) X est discrete i.e. E est dénombrable. La loi px est alors déterminée par la famille
(ux(x), z € E) ou ux(z) =P(X =x) et 'on a

pour toute f >0, E(f(X)) =) f(z)ux(z).

zel

(ii) X est vectorielle i.e. & valeurs R? et uy = hx.\, A étant la mesure de Lebesgue sur
R?. On dit alors que X est une v.a. de densité hx. Dans ce cas, on a,

pour toute f € BY(RY), E(f(X)) = /fhx dA.

2.2. Indépendance

Toutes les tribus considérées sont des sous-tribus de A.

Tribus indépendantes.

Définition 2.2.1. Des tribus B;, i = 1,...,n sont dites indépendantes si

pour tous A; € By, P(NiL4;) = HIP’(AZ-).
i=1

Une famille quelconque (B;, i € I) de tribus est dite indépendante si toute sous famille
finie est indépendante.

Cette définition a comme conséquence évidente mais importante:

Lemme 2.2.2. Si les tribus (B;, i € I) sont indépendantes et si, pour chaque i € I, B,
est une sous-tribu de B;, les tribus (B., i € I) sont indépendantes.
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Proposition 2.2.3. Soient C,, C A, k = 1,...,n des classes stables par intersection
finie et contenant . On suppose que

n
pour tous Ay € Cp, k=1,...,n, P(NL_;Ax) = H P(Ag). (2.3)
k=1
Alors les tribus o(Ck), k = 1,...,n, sont indépendantes.
Preuve:
On considere la propriété pour k=1,...,n+ 1,

(Pp):VA; €0(Ci), i=1,...,k—1,VA; €Cs, i =k,...,n, P(Nf_ Ax) = [[P().
k=1

Par hypothese (P;) est vraie. Supposons (£, ). On pose
M = {BeA: VA, €0(C), i=1,....r —1,YA; €Ci, i=r+1,...,n,
P(Ai... Av1BAri1 ... Ay) = P(A1) ... P(Ar_1) P(B) (A1) . .. P(An)}.

M contient 2, est stable par limite croissante et contient, vu (P, ), C, donc (prop.1.1.1)
M contient o(C,) et (Pr41) est vraie. On a donc (P,4+1) qui est le résultat cherché u

Enfin on a “I'indépendance par paquets”:

Proposition 2.2.4. Soient (B;, i € I) des tribus indépendantes et (I;, j € J) une
partition de I. Alors les tribus (o(B;, © € 1), j € J) sont indépendantes.

Preuve:
Il suffit de considérer le cas J fini. Soit

Cj = {B, B=A1Ay... Ay, Ag € UiEI]‘Bi}‘

Vu l'indépendance des B;, on a, pour tous B; € C;, P(NB;) = [[P(B;). Mais les C; sont
stables par intersection finie, 2 € C; et 0(C;) = o(B;, i € I;). On applique la prop.2.2.3

| |
Variables aléatoires indépendantes.

Définition 2.2.5. Des v.a. (X;,i € I) a valeurs (E;, &;) sont dites indépendantes si les
tribus (o(X;), i € I) sont indépendantes.

Des événements (A;,i € I) sont dits indépendants si les tribus (o(A;), i € I) sont
indépendantes.

On a immédiatement,

Lemme 2.2.6. Si les tribus (B;, i € I) sont indépendantes et si, pour chaque i € I, X;
est une v.a. B;-mesurable, les v.a. (X;, i € I) sont indépendantes.
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Preuve:
On remarque que o(X;) C B; et on applique le lem.2.2.2 4

Le résultat essentiel est:

Théoréme 2.2.7. Soient X; des v.a. a valeurs (E;, &) i = 1,...,n. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes:

(i) Les v.a. X1,...,X, sont indépendantes.
(li) Pour tous T'; € Ei; P(Xl el,..., X, € Pn) = P(Xl € Fl) .. ]P)(Xn S Fn)

(iii) Pour tous I'; € D;, P(X; € I'y,..., X, € T,) = P(X; € I'1)...P(z, € T,) o1,
pour chaque i, D; est une classe stable par intersection finie, contenant E; et telle
que O'(DZ) = &

(iv) Pour toutes f; € & (resp. f; € b&;), E(f1(X1) ... fu(X0)) = E(f1(X1)) ... E(fn(X0)).

(V) B(X1Xn) = X @ o @ fix, -

Preuve:
(i)e(ii). Clest la définition.

(ii)=(v). On a, pour tous I'; € &;,
Pxr X (D X X ) = pux (T1) - opx, (Tn)

ce qui entraine 1'égalité des mesures (th.1.4.1).

(v)=(iv). C’est le th.1.4.1 ou le th.1.4.2.

(iv)=-(iii). On prend f; = Lyp,y.

(iii)=(ii). On applique la prop.2.2.3 aux C; = {X; /(T'), T € D;} u

Corollaire 2.2.8. Soient X1,...,X, des v.a.r., il y a équivalence entre
(i) Les v.a. Xq,...,X, sont indépendantes.
(ii) Pour tous a;,b; € R,

Pla; < X1 <by,...,an < Xp <bp)=Pla; < X1 <by)...Pla, < X, <by).
(iii) Pour toutes f; continues a support compact

E(f1(X1) - fo(Xn)) = E(f1(X1)) - - E(fn(Xn))-

Preuve:
Il suffit de remarquer que (iii)=-(ii) puisque Lg,pn = lim T fp avec fr, € Cj et
d’appliquer le th.2.2.7

Corollaire 2.2.9. Soient X1,..., X, des v.a.r. intégrables indépendantes. Alors le pro-
duit Xy ... X, est intégrable et E(X; ... X,) =E(X1)...E(X,).
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Preuve:
On a, vu (iv), E[X; ... X,| = E[X1]...E|X,| < +oc. Donc X1 ... Xy, € L' (p(x, ... x,))
et on applique (v) et le th. de Fubini «

Remarque 1. Si les v.a. Xq,..., X, sont a valeurs E; dénombrables, une condition
nécessaire et suffisante d’indépendance est (il suffit de sommer)

Vx; € E;, P(Xl =x1,...,Xp = :L’n) = ]P)(Xl = :L’l) .. ]P)(Xn = :L’n)

Remarque 2. Attention. On peut avoir X indépendante de Y, X indépendante de
Z sans que X soit indépendante de (Y, Z). Par exemple soient X et Y deux v.a.
indépendantes telles que P(X = 1) = P(Y = 1) = P(X = -1) = P(Y = 1) = 1.
On pose Z = XY. On a encore P(Z = 1) = P(Z = —1) = 1. On vérifie facilement
que X et Z sont indépendantes (en effet P(X =1,Z=1)=P(X =1,Y =1) = 1 =
P(X =1)P(Z =1),...). Mais X n’est pas indépendante de Z/Y = X car ceci implique
X = C'. En fait la classe C = {4, A={Y €Ty} ou A = {Z € T'5}} n'est pas stable
par intersection.

Loi 0-1 de Kolmogorov.

Proposition 2.2.10. Soit X1,...,X,,... une suite de v.a. indépendantes. On pose
B = ﬂnzlo'(Xk, k> n)

Alors, pour tout A € By, P(A) = 0 ou 1. De plus, si X est une v.a.r. Boo-mesurable
alors X est p.s. constante.

Preuve:

Posons A, = (X, k < n), Axx = 0(Xi, k > 0), B, = 0(Xg, k > n). D’apres la
prop.2.2.4, A,, est indépendante de B,,+1 et de Boo C B, 11. Donc By, est indépendante
de A (prop.2.2.3 appliquée & UA;,) mais By, C Ay d’olt By est indépendante d’elle
meéme. Si A € Boo, on a donc P(A) =P(ANA) =P(A)P(A) ie. P(A) =0oul. Si X
est une v.a. Bo-mesurable, P(X < a) =0 ou 1. Donc si ¢ = sup{a : P(X < a) =0},

PX=c)=lm | P(X <c+e)—lmTP(X <c—e€)=1na

Applications. Soit Xi,...,X,,... une suite de v.a.r. indépendantes. L’événement
{>_ X,, converge} appartient & B, donc une série de v.a.r. indépendantes converge p.s.
ou diverge p.s. De méme lim sup,, %(Xl + ...+ X,,) est une v.a. By-mesurable et donc
cette lim sup est p.s. constante.

Lemme de Borel-Cantelli.

Rappelons que, pour une suite (x,) de nombres réels:

lim sup z,, = inf sup xg, liminf z,, = sup inf x.
n n k>n n n k>n
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On pose pour des événements A,

limsup A, = Ny, Up>y, Ag, liminf A, = U, Ng>y, Ag.
n n n n

On a donc

limsup 4, = {w: w € A,, pour une infinité de n},
n

liminf A, = {w: w € A, pour tout n a partir d'un certain rang}
n

Exercice.

a. Calculer les fonctions indicatrices Ly, ., 4,1 L{n,2, Ax}s Lilimsup, An} €6 Liliminf, An}
en termes des Ly 3. - -

b. Prouver les propriétés suivantes:

liminf A,, C limsup A4, (limsup A4,,)¢ = liminf(A4,,)°
n n n n

limsupAn:{Z]l{An}:+oo}, limiann:{Z]l{A%}<+oo}
c. Prouver le Lemme de Fatou pour une suite d’événements (A, ):

P(liminf A,,) < liminf P(A,) < limsupP(A,) < P(limsup 4,,).

Proposition 2.2.11 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (A,, n > 0) une suite d’événements.
(i) Si >, P(4,) < +oo, alors P(limsup,, A,) = 0.
(ii) Siles A, sont indépendants et sty P(A,) = 400, alors P(limsup,, Ay,) = 1.

Preuve:

(i) On a

IP’(hm sup A,) = lim |, P(Ug>pAg) < lim |, Z]P’ Ar) =0.
k=n

(ii) Vu l'inégalité 1 — u < e™" et I'indépendance des A¢, on a

PN, AS) = H]P’ (A7) = [ (1 = P(Ap)) < exp(— Y P(A))
k=n k=n

donc P(mk:nA;) = lim |, P(NL, A7) =0si Y P(Ay) = +o0.
Passant au complémentaire, on a P(U2, Ay) = 1 et P(limsup, Ap) =1
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Exemple d’application. Soit (X,),>; une suite de v.a.r. iid avec loi commune
exponentielle de parametre 1:

P(X, >x)=¢", x> 0.

On veut étudier la v.a.
n

L = limsup i € [0, +o0].

n ogn
Par la loi 0-1, cette variable est p.s. égale a une constante. Mais le Lemme de Borel-
Cantelli permet de calculer cette constante. On remarque que, si on pose A% = {X,, >
alogn} pour n > 1 et a > 0, alors:

Y PA) =) n°
n n=1

Les événements (A%),>1 sont indépendants; donc par le point (ii) du Lemme de Borel-
Cantelli, si & = 1, alors P(limsup,, AY) = 1. Puisque

= 400 si0<a<1

< 400 sia>1

limsup A}, = limsup{X,, > logn} C {L > 1}

alors P(L > 1) = 1. D’autre c6té, pour tout k € N*:
{L>1+2/k} C limsup{X,, > (1 +1/k)logn}

et par le point (i) du Lemme de Borel-Cantelli, P(lim sup,, ALY k) = 0. Puisque

{L>1} =02 {L>1+2/k}
on obtient que P(L > 1) =0, donc P(L =1) =1. 4

2.3. Variables aléatoires réelles

Dans la suite LP désigne LP(£2, A,P). On ne distinguera pas deux v.a.r. égales p.s. ce
qui fait qu’on désigne par X aussi bien la v.a. X que sa classe d’équivalence dans L.
En particulier on écrira pour une v.a. X € LP aussi bien que X € LP.

Moments.
Remarquons que LP C L si p > ¢ puisqu’alors | X|? < 1+ | X|P.

Définition 2.3.1. Soit X une v.a.r. Pour p € [1,+o00], E|X|P s’appelle moment absolu
d’ordre p de X ; pour p € N*, si X € LP, E(XP) s’appelle moment d’ordre p de X.

Notons que E|X P = [ |zP dux(x), E(XP) = [P dux(x). Les deux moments les plus
importants sont le moment d’ordre 1 qui n’est rien d’autre que 'espérance de X (on
dit aussi la moyenne de X) et le moment d’ordre 2. On pose, pour X € L2,

Var(X) = E(X — E(X))% (2.4)
On a Var(X) = E(X?) — (E(X))? et
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Lemme 2.3.2. $i X € L?, E(X — a)? est minimum pour a = E(X) et ce minimum
est Var(X).

Preuve:
En effet, si m = E(X), E(X —a)?2 =E(X —m)?+ (m —a)? «

On note aussi Jg( pour Var(X), ox s’appelle I'écart type. Une v.a. X € Ll est dite
centrée si E(X) = 0. Une v.a. X € L? est dite centrée réduite si E(X) =0 et E(X?) =
Var(X) = 1. Noter que, si X € L%, o' (X — E(X)) est centrée réduite.

Proposition 2.3.3. (i) Soit X € LP, p > 1. On a pour tout A > 0,

1

= P

P(|X| > \) < )\pE|X| .
(i3) Soit X € L?. On a XA > 0,
1
P(|IX —E(X)| >\ < pVar(X).

Preuve:
(i) On remarque que M1 x>z < |X|P et on prend I'espérance.
(ii) On applique (i) & | X — E(X)| «
La premiéere de ces inégalités s’appellent I'inégalité de Markov, la seconde I'inégalité de

Bienaymé-Tchebichev. Montrons maintenant 1’inégalité de Jensen.

Proposition 2.3.4. Soit X une v.a.r. et f une application convexe de R dans R. On
suppose X et f(X) intégrables. Alors f(E(X)) < E(f(X)).

Preuve:

Soit m = E(X). La fonction f étant convexe, il existe une droite passant par (m, f(m)
et située sous le graphe de f i.e. une fonction affine a(z) = a(x—m)+ f(m) < f(x) pou
tout z € R. On adonc a(X—m)+f(m) < f(X) et, prenant Uespérance f(m) < E(f(X)

)
)

Lois usuelles sur R.

a. Loi hypergéométrique. Une urne contient n boules, ny blanches et no noires. On en
tire r sans remise. Soit X le nombre de boules blanches obtenues. On a

T r—x
_Ch.Cy

P(X = x) o

, 0<z2<ng, 0<r—o<nao.

b. Loi binomiale B(r,p), 0 < p < 1, r € N. Une urne contient n boules, n; blanches et
no noires. On en tire r avec remise. Soit X le nombre de boules blanches obtenues. On
a, posant p = ni/n,

PX=z)=Cp*1—p) " 0<z<r
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On a E(X) = rp, Var(X) = rp(1 — p).
c. Loi de Poisson P(A), A > 0. C’est la loi sur N définie par

x
— A _
u(x) =e ok x=0,1,...,n,...
Si X est une v.a. de loi P(\), ce qu'on note X ~ P(\), on a E(X) = A, Var(X) = A
d. Loi géométrique de parametre a, 0 < a < 1. C’est la loi sur N définie par

wx)=(1—-a)a”, z=0,1,...,n,...
e. Loi uniforme sur [a,b] notée U(a,b). C'est la loi sur R de densité

h(z) = ml{[a,b]}(l’)-

Si X ~ Ula,b), B(X) = %2, Var(X) = L=

f. Loi gamma de parametre a,c, a > 0, ¢ > 0, notée G(a,c). Rappelons que la fonction

“+oo
I'(a) = /0 e Tzl dy (2.5)

est définie pour tout a > 0 et que l'on a I'(a + 1) = al'(a) et I'(n) = (n — 1)!. Donc

Ca

hac(x) = me_cxaza_ll{R+}(m) (2.6)

est une densité de probabilité sur R. La loi de densité h, . s’appelle la loi G(a,c). On
a, si X ~ G(a,c), E(X) =a/c, Var(X) = a/c?.
g. Loi normale ou de Gauss Ni(m, o?). On appelle loi Ni(m,o?) la loi sur R de densité

1 _(e=m)?

fmo2 () = e T (2.7)

o2

Si X ~ Ni(m,0?), E(X) = m, Var(X) = o2. Notons que si X ~ Ni(0,1), Y =
m+oX ~ Ni(m,o?).

Fonction de répartition.

Définition 2.3.5. Soit X wune v.a.r de loi ux. La fonction Fx(t) = P(X < t) =
wux (] — oo, t]) s’appelle la fonction de répartition de X.

La fonction F'x est croissante, continue a droite et lim;—, o, Fix (t) = 0, limy_ o0 Fx (t) =
1. La fonction Fx a donc des limites & gauche qu’on note F'x(t—). On a alors

P(X = 1) = pux ({t}) = Fx(t) — Fx(t-).
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Si X a une densité h, on a Fx(t) = ffoo h(u) du ce qui implique F'(t) = h(t) p.p.

Plus généralement on appelle fonction de répartition toute application de R dans R
croissante de 0 a 1 et continue a droite. Le th.1.2.5 montre que toute fonction de
répartition F' est la fonction de répartition d’une probabilité sur R et donc qu’il existe
une v.a. X de fonction de répartition F. Le théoreme suivant fournit un moyen de
construire une telle v.a. & partir d’une v.a. de loi U(0, 1).

Théoréeme 2.3.6. Soient F' une fonction de répartition et U une v.a.r de loi U(0,1).
On pose F~1(u) = inf(t, F(t) > u). Alors X = F~Y(U) a pour fonction de répartition
F.

Preuve:
Vu la continuité & droite de F', on a {t, F(t) > u} = [F~(u), +0o[ et donc

u< F(t)e Fl(u) <t
Alors P(X < t) = P(F1(U) <t) = P(U < F(t)) = F(t) et X a pour fonction de
répartition F' g
2.4. Variables aléatoires vectorielles

Notations.

On note, pour = = (z1,...,z4) € R |z| = (z3 + ... + 222,

On note M’ la matrice transposée de la matrice M. On peut représenter z € R?
par un vecteur colonne i.e. une matrice d x 1 et on écrira indifferemment = =
(x1,...,2q) ou & = (x1...24). Pour z = (x1...24) et y = (y1...y4)’, on a
gy =x1y1 + ...+ xqyqs =< z,y > et zy’ est la matrice de terme général x;y;.

On note L) = {X = (X1,..., Xyq), E[X|P < +o0}.
e Si X € L}, on note E(X) = (E(Xy),...,E(Xq)).

X = (Xq,...,Xy) est un vecteur aléatoire ssi, pour k = 1,...,d, X} est une v.a.r. Ceci
entraine:

Proposition 2.4.1. Soient Xi,...,X, des v.a.r. et F, = 0(X1,...,X,). Une v.a.r.
Y est Fp-mesurable ssi Y = f(X1,...,X,) avec [ fonction borélienne sur R<.

Preuve:
Soit X = (X1,...,X,). On a F, = o(X) et il suffit d’appliquer la prop.1.1.4 5

Soit X = (Xj,...,Xy) un vecteur aléatoire. Les lois px,,...,ux, s’appellent les lois
marginales de X. On sait (th.2.2.7) que les composantes X1, ..., Xy sont indépendantes
ssipix = px, ®... R px,. 5Si X a une densité h, on a immédiatement:
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Lemme 2.4.2. Soit X un vecteur aléatoire de densité h. Les composantes X1, ..., Xy
sont indépendantes 581 h(:vl, cooyq) = g1(x1) ... gq(zq) p.p. et alors Xy a pour densité

hx, (w) = gr(w)/ [R gr(v)

Rappelons la formule de changement de variables dans R?. Si ¢ est un difféomorphisme
de I'ouvert U sur Pouvert V, on a, pour toute f € B+ (R?),

/f dv_/f (w)| du. (2.8)

ou J(¢) est le déterminant de la matrice des % Il en résulte:

Proposition 2.4.3. Soit X un vecteur aléatoire de densité h. On suppose que X € D
p.s., D ouvert de RY. Soient 1 un difféomorphisme de D sur un owvert A et Y = P(X),
alors Y a pour densité

R~ ) (@) (W) Lay (v).

Preuve:
On a, pour toute f € BT(RY),

E(f(Y)) = E(f($(X))) = /D F (@) h(z) da = / fy DT )W) dy »

Exemple. Soient X et Y des v.a.r. indépendantes de lois respectives G(a,c) et G(b, ¢)
(2.6), a,b,c >0 .0Onpose S=X+Y, T = XLJFY On veut calculer la loi du couple
(S,T). Vu 'indépendance, le couple (X,Y") a pour densité

cth —c(x a—1,b—
hxy(z,y) = NORON ) 291y 1 10 ooy () Lo oo} ()
Soit ¢ lapplication (z,y) — (s = x +y, t = + ). ¢ est un difféomorphisme de

10, +00[x]0, +00[ sur ]0, +o0[x]0, 1[. De plus J(cb D(s,t) = —s. La densité de (S,T)
est donc (prop.2.4.3)

Ca+b

—cs ja+b—1,a— b—
hS,T(57t) = We sotb—1 1(1 —t) 1]].{}07+00[}(8)]].{}071[}(t).

Le lem.2.4.2 montre que S et T sont indépendantes, que S a pour densité

Ca+b

—cs ja+b—
hs(s) = Tt ° 0,100y (8)

ie. S~ G(a+b,c) et que T a pour densité

hr(t) = % 7 1= 1) L goap (1).
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Puisque hr est une densité de probabilité, on a montré au passage la formule

e —1 5, _ L(a@)l'(b)
/Ot L —t)b 1dt—m.

Covariance.

Soient U et V deux v.a.r. de carré intégrable. On appelle covariance de U et V la
quantité

Cov(U,V) = E[(U — E(U))(V — E(V))] = EUV) — E(U)E(V).

(U, V) = Cov(U,V) est une forme bilinéaire et Cov(U,U) = Var(U). Si U et V sont
indépendantes, Cov(U,V) = 0. On appelle coefficient de corrélation de U et V la
quantité

oyoy
Ona |pyv|<1let|pyy|=1ssialU+bV +c=0ps.
Plus généralement on pose, pour X € L?i

K(X) =E[(X - E(X))(X - E(X))"] = E(XX') - E(X)[E(X)]". (2.9)
K(X) s’appelle la matrice de covariance de X. On a K;;(X) = Cov(X;, X;). Notons
que, si les composantes X1, ..., Xy sont indépendantes, K (X) est diagonale.

Proposition 2.4.4. Soit X € Lg. On a

(i) K(aX) = a?K(X), a € R; K(X +a) = K(X), a € R%; K'(X) = K(X).
(ii) Pour tout A € R%, NK(X)\ > 0.

(iii) Soit M une matrice déterministe r x d, on a K(MX) = MK (X)M'.

Preuve:
(i) résulte de la définition (2.9)

(ii) Vu (i), on peut supposer E(X) = 0. Alors
NE (X)X = VE(XX)A = ENVXX'\) = ENX|2 > 0.
(iii) Vu (i), on peut supposer E(X) = 0. Alors
KMX)=EMX(MX))=EMXX'M')= ME(XX"YM' = MK(X)M' «
Les points (i) et (ii) montrent que K (X) est symétrique semi-définie positive.
Théoreme 2.4.5. Soient X,Y € Lfl des vecteurs aléatoires indépendants, on a K (X +

Y)=K(X)+ K(). En particulier, si d =1, Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) si les
v.a.r. X et'Y sont indépendantes.

43



II.5. Convergence des suites de v.a. Chapitre II. Notions de probabilités

Preuve:

On peut supposer E(X) = E(Y) = 0. Alors K( X +Y) = E(X +Y)(X +Y)) =
E(XX") +E(YY’) puisque, vu I'indépendance, E(XY') = E(X)E(Y') = 0 et de méme
E(YX') =0 4

Proposition 2.4.6. Soit X € L% On a P(X —E(X) € ImK (X)) = 1.

Preuve:

Comme toujours on peut supposer E(X) = 0. Soit V =Im K(X). Sidim(V) =d, iln’y
a rien a montrer. Supposons dim(V') = r < d. Il existe ay,...,aq—, € Ker(X) tels que
zeVssiar=0,k=1,...,d—r (pour voir cela il suffit de se placer dans une base
ou K(X) est diagonale). On a alors, vu la prop.2.4.4,

E(a),X)? = Var(a},X) = K(a,X) = a},K(X)ar =0

dota; X =0ps.et X €V ps. a

2.5. Convergence des suites de variables aléatoires

Le chapitre 4 sur les martingales étant en grande partie consacré a ce sujet, on se
contente de présenter les différents types de convergence et d’énoncer la loi des grands
nombres. La convergence en loi, qui n’est que tres peu utilisée dans la suite, est rejetée
en annexe. Pour z € R, |z| désigne une norme quelconque, les définitions ci-dessous
étant indépendantes du choix de cette norme.

Les différents modes de convergence.
Définition 2.5.1. Soient X,, et X des v.a. d valeurs R<.

o On dit que la suite X,, converge en probabilité vers la v.a. X si, pour tout ¢ > 0,
P(|X, — X| >¢) —, 0.

e On dit que la suite X,, converge presque sirement (en abrégé p.s.) vers la v.a. X
siP{w; Xp(w) —p X(w)} =1.

e On dit que la suite X,, converge vers la v.a. X dans LP, 1 < p < 400, si X, X €
L? et si E| X, — X|P —, 0.

On vérifie immédiatement que X,, = (X, 1,..., X, q) converge vers X = (X; ..., Xy) en
un des sens ci-dessus ssi, pour k = 1,...,d, X,, ; converge vers X dans le méme sens. On
ne considérera donc plus que des v.a. réelles. De plus ces convergences sont compatibles
avec la structure d’espace vectoriel, c’est a dire que si deux suites convergent, il en
est de méme de toute combinaison linéaire et la limite est la combinaison linéaire des
limites.

1
On note, X étant une v.a.r., ||X||, = (E[X|P)?. Vu 'inégalité de Hélder (1.6), on a,
pour 1 <p <gq, ||X]||, < || X]|q et donc la convergence dans L? implique la convergence
dans LP. En particulier la convergence dans L? implique la convergence dans L'. La
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convergence dans L! s’appelle aussi la convergence en moyenne, la convergence dans
L? s’appelle aussi la convergence en moyenne quadratique.

La définition de la convergence p.s. signifie qu’il existe un ensemble QCQde proba-
bilité 1 vérifiant:

Vw e Q, Ve >0, 3N tel que n > N = | X, (w) — X(w)| < ¢

ou encore, en posant Q. = Un>o Np>n {|Xn — X| < e} et Q= Ne>0f2e, on devrait
avoir IP’(Q) = 1. Le probleme est que, pour définir €, on utilise une intersection non
dénombrable et qu’il n’est donc pas clair que cet ensemble soit mesurable. Fort heureuse-
ment, c’est bien le cas car 'application € — (). est croissante et donc Q= NpS /-
Toute intersection dénombrable d’ensemble de probabilité 1 étant de probabilité 1, la

convergence p.s. est donc équivalente a:
Ve > 0, P(UNZO Np>N {IX, —X|<e}) =1
Autrement dit:

Proposition 2.5.2. La suite X,, converge presque surement (en abrégé p.s.) vers la
v.a. X ssi pour tout € > 0, P{Up>n (| Xx — X| > ¢)} — 0.

Proposition 2.5.3. La convergence dans L' implique la convergence en probabilité, la
convergence p.s. implique la convergence en probabilité.

Preuve:
(i) D’aprés I'inégalité de Markov (prop.2.3.3), P(|X,, — X| > ¢) < e 'E|X,, — X| ce qui

montre le premier point.
(ii) C’est une conséquence immédiate de la prop.2.5.2 u

Notons que si X,, converge en probabilité vers X et vers Y, on a P(|X — Y| > ¢) <
P(|X - Xu| > 5) +P(| X, = Y| >35) »n0et donc P(|X —Y|>0)=0et X =Y ps.
Ceci implique, vu la prop.2.5.3, que les limites de X, en les différents sens sont p.s.
uniques et égales.

Exemple. Soit X,, une suite de v.a.r. indépendantes telles que P(X,, = a,) = pp,
P(X,, =0) =1— p,. On suppose 0 < p, < 1, p, —p 0 et a, > 1.
a. On a, pour € €]0, 1, P(|X,| > ¢) = P(X,, > €) = py, et X,, —,, 0 en probabilité.

b. On a Y P(X,, > 0) = > p, donc, si Y p, < +00, on a (prop.2.2.11) que {X,, > 0}
n’a p.s. lieu que pour un nombre fini de n donc X, —, 0 p.s. Réciproquement si
> pn = +00, on a (prop.2.2.11) que {X,, = a,} a p.s. lieu pour une infinité de n donc
X, ne converge pas p.s. vers 0. Donc X,, —, 0 p.s. ssi > p, < +o0.

c. E|X,| = E(X,,) = aupn. Donc X,, —, 0 dans L' ssi app, —n 0.
d. E(X2) = a2p,. Donc X,, —, 0 dans L? ssi a2p, —, 0.
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Si on choisit p, = %, a, = 1, X,, converge vers 0 dans L' mais pas p.s. Si on choisit
Pn = n%, a, = n?, X, converge vers 0 p.s. mais pas dans L. Si on choisit p, = n%,

a, =n, X, converge vers 0 dans L' mais pas dans L2.
Criteres de convergence p.s.

Proposition 2.5.4. Si, pour tout ¢ >0, Y P(|X,, — X| > ¢) < 400, alors la suite X,
converge p.s. vers X.

Preuve:

P{Uzn (X — X[ > 2)} < ) P{(| Xk — X| > €)}

k=n

11 suffit alors d’utiliser la prop.2.5.2 u

On en déduit les corollaires suivants:

Corollaire 2.5.5. S’il existe une suite £, > 0, avec lime, = 0 et > P(|X,, — X| >
€n) < 400, alors la suite X,, converge p.s. vers X.

Corollaire 2.5.6. De toute suite X, convergeant en probabilité, on peut extraire une
sous-suite X, convergeant p.s.

Preuve:

Vu que, pour tout k, P(|X,, — X| > 2_(k+1)) —, 0, on peut construire une suite
croissante ny telle que P(|X,, — X| > 2-*+1) < 2=+ 1] suffit alors d’utiliser le
corollaire 2.5.5y

Les deux résultats suivants s’appuient sur la propriété de Cauchy des suites convergentes
dans R:

Proposition 2.5.7. Soit X,, une suite de v.a.r. Si > P(|Xp41 —Xyn| > €p) < +00 pour
une suite e, > 0 vérifiant Y e, < 400, la suite X, converge p.s.

Preuve:

D’apres le lemme de Borel-Cantelli (prop.2.2.11), il existe un ensemble Q de prob-
abilité 1 tel que pour tout w € €, il existe ng(w) tel que, pour tout n > ngp(w),
| Xpt1(w) — Xy (w)| < e&p. On a done, pour n > m > np(w),

n—1

n—1
X (@) = Xn@)] < 3 [Xpp1 @) = Xp@)] € 3 e
k=m

k=m

Vu la convergence de ) &, ceci implique que X, (w) est une suite de Cauchy et donc
Xp(w) converge u

Proposition 2.5.8. Une suite X,, de v.a.r. converge p.s. ssi, pour tout € > 0,

lim P(sup |Xptn — Xn| >€) =0
0

N—oo  p>
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Preuve:
Une suite converge p.s. si et seulement si elle est de Cauchy pour presque tout w.
Autrement dit, il existe un ensemble 2 C () de probabilité 1 vérifiant:

Vw € Q, Ve >0, 3N tel que p,g > N = | Xp(w) — Xg(w)| < e

ou encore, en posant Q. = Un>0 Np.g)>0 11XN1p — Xnagl < e} et Q= Ne>0f2s, on

devrait avoir P(2) = 1. Le probléme est que, pour définir 2, on utilise de nouveau
une intersection non dénombrable et qu’il n’est donc pas clair que cet ensemble soit
mesurable. Comme dans le cas précédent, il suffit de remarquer que I’application & — €2,
est croissante et donc © = M, /,. Toute intersection dénombrable d’ensemble de
probabilité 1 étant de probabilité 1, la convergence p.s. est donc équivalente a:

Ve>0, P (Un>0Npgz0 {1 XN+p — Xvigl <e}) =1
Soit € > 0. On pose An = U, q)>0(|Xptn — Xn1q| > €)), on a alors
AN C (Upzo(|Xp+n — Xn| > €/2)) U (Ugzo(|Xg+n — Xn| > €/2))

La propriété de ’énoncé implique que lim y P(Ax) = 0 et la suite A étant décroissante,
on obtient que 'ensemble Q. = Uy (Mpg>0(| Xp+n — Xn4¢| < €)) est de probabilité 1. a

2.6. Intégrabilité uniforme.

Soit X une v.a.r. intégrable. On a |X| < +o0 p.s. et donc | X|L{x|>q3 — 0 p.s. lorsque
a — —+o0. Puisque | X|1 x4 < |X| € L, on a (th. de Lebesgue) E(|X |1 x|>a}) —a—too
0. Ceci est a la base de la notion d’uniforme intégrabilité (on dit aussi équi-intégrabilité).

Définition 2.6.1. On dit qu’une famille H de v.a. réelles est uniformément intégrable

si
sup / | X|dP —4— 100 0.
XeH J{|X|>a}

Ceci équivaut a:

pour toute > 0, il existe ag tel que, pour tous X € H et a > ag, / | X|dP < e.
{IX[>a}

Exemple: Soit Z € L', Z > 0. La famille H = {X, |X| < Z} est uniformément
intégrable puisque, si |X| < Z, f{|X‘>a} | X|dP < f{Z>a} Z dP. Ceci implique qu’une
famille finie de v.a.r. intégrables est uniformément intégrable.

Un outil de base sera:
Proposition 2.6.2. La famille H est uniformément intégrable ssi

(i) La famille H est bornée dans L1, i.e. supyey E|X| < 400,
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(ii) La famille H est équicontinue, i.e., pour tout e > 0, il existe o« > 0 tel que P(A) < «
implique supx ey [4 | X|dP <e.

Preuve:
a. Supposons la famille H uniformément intégrable. On a, pour tous A € A et X € H,

/A‘X’dPZ/A|X|]].{X|Sa} dP+[4‘X’1{|X>a} dPSaP(A)+/|X|]].{X|>a} dP.

Pour A = Q, on a supyey E|X| < +00. Pour montrer (ii), on choisit a tel que, pour
toute X € H, supxey E(|X|1L{x|>q}) < 5 et on a, pour tout A € H, [, |X[dP < ¢ si
PA) <a=-.

b. Supposons (i) et (ii). Soit M = supycy E[X|. On a P(|X| > a) < 1E|X]| et donc,
pour toute X € H, P(|X| > a) < % et il suffit d’utiliser (ii) u

La prop.2.6.2 va nous permettre d’établir:

Proposition 2.6.3. Soit 1 < p < 00. Si X,, converge dans LP, la famille |Xn|ﬁ>0 est
uniformément intégrable.

Preuve:

On vérifie (i) et (ii) de la prop.2.6.2. Soit X la limite de X,, dans LP. Vu l'inégalité
la +b|P < 2P~ 1(Ja|P + |b|P) on obtient que E| X, [P < 2P~1(E|X — X,,|P + E|X|P), et donc
sup,, E|X,|P < +o0. Montrons (ii). Soit ¢ > 0. Il existe oy > 0 tel que [, |[X[PdP < /2
si P(A) < a1. Vu que

/\Xn|pd]P’§2p‘1(/ \X]pd]P’+/ |Xn—X]pd]P’)§2p‘1(/ |X|P dP + E|X,, — X|P),
A A A A

il existe ng tel que [, | X, [P dP < € sin > ng et P(A) < oy. La famille (| X1[P. .., Xp,|P)
étant uniformément intégrable, il existe ay > 0 tel que [, |Xi[P dP < e si P(A) < ay et
k < ng. On a établi (ii) avec & = a1 A ag u

Donnons un critere tres pratique d’uniforme intégrabilité.
Proposition 2.6.4. Soit g une application de R dans RT telle que limy_ | o @ =

+00. St sup ey E[g(|X])] < +o00, la famille H est uniformément intégrable.

Preuve:
Soient M = supxcy Elg(|X])] et € > 0. Par hypothese, il existe A tel que, si t > A,

@ > % On a alors, pour tout a > A et tout X € H,

g g
|X|dP < — g(IX)dP < —E[g(|X])] < u
/{X|>a} M J{ix|>a} M

Exemple: On choisit g(t) = tP, p > 1. Alors si supyey || X||p, < 400, la famille H est
uniformément intégrable u

Le résultat essentiel est:
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Théoréme 2.6.5. Soit X, une suite de v.a. réelles convergeant en probabilité. Alors
X, converge dans LP ssi la famille |Xn|fi20 est uniformément intégrable.

Preuve:

Supposons que la famille |Xn|lfb>0 soit uniformément intégrable et que X,, — X en prob-
abilité. On a (prop.2.6.2) sup,, E| X, [P < +o0. D’apres le cor.2.5.6, il existe une sous-
suite X,,, convergeant p.s. vers X et, vu le lemme de Fatou, E|X|P < liminf; E| X, [P <
sup,, E| X, |P < 400. Donc X € LP. On a alors, pour tout 1 > ¢ > 0,

E| X, — X[P = E(|Xn — XPLyjx, —xj<e}) + E(Xn = XL, —x150))
<&+ 2N E(| X Iy x, - x|5e) + E(X Py x, —xp>e})-

On en déduit alors facilement, utilisant la prop.2.6.2, que E|X,, — X|P < 2¢ si n est
assez grand. Donc X,, —, X dans LP. La réciproque résulte de la prop.2.6.3 u

Remarque: Le th.2.6.5 est une généralisation du théoréme de Lebesgue puisque pour
Y € L', {X,,, |X,| < Y} est uniformément intégrable.

Loi des grands nombres.

Proposition 2.6.6. Soit X,, une suite de v.a.r. de carré intégrable. On suppose que
sup, Var(X,) = K < +oo, que Cou(X;, X;) = 0, i # j et que 2(E(X1) + ... +
E(X,)) —n m. Alors

1

E(Xl +...+X,,) = m p.s. et dans L2

Preuve:

On pose S, = X1 +...+ X,,. Puisque S,, = Y, _; (X —E(X3)) + > p_ E(X}), on peut

supposer E(X}) = 0 ce qu’on fait dorénavant.

(i) Puisque E(X;X;) =0, i # j, et m = 0, on a E(S2) = Y}, E(X?) < Kn. Donc

IEJ(%")2 —n 0ie. % —, 0 dans L2

(ii) On a P(|S,2|/n?* > &) = P(|S,2| > en?) < E(S%)/e?*n* < K/e*n?. Donc (lem.2.5.4)

S,2/n% —, 0 p.s.

(iii) On pose W, = sup(|Sx — Sp2|, n®> +1 < k < (n+ 1)?). On a P(W,,/n? >
2

e) < E(W2)/en*. Mais W2 < YUY (S — 5,2)% et E(W2) < K(2n + 1) Donc

P(W,,/n? > ¢) < K(2n+1)?/e2n* et (lem.2.5.4) W,,/n? —, 0 p.s.

(iv) Notons m,, la partie entiere de /n. On a m, < v/n <m, + 1 et

S, Spme Sy — Sy 11, W, Sz m2
Sn_ Swy P02 mal gD o Ly Wy Pl
n m2 mm2  n m2 m2 n
S
Par définition mT% —n 1, vu (iii), VTVn"QL” —n 0 p.s. et, vu (ii), mlfb —, 0 p.s. Ceci montre

que S—TZ‘ —n 0 p.s. »n
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Considérons maintenant une suite X,, de v.a.r. indépendantes de méme loi avec E(X?) <

400. On peut appliquer la prop.2.6.6 et 'on a % —n E(X7) p.s. Cest la loi forte des

grands nombres. En fait il suffit d’avoir E|X| < 400 et 'on a:

Théoréme 2.6.7. Soit X,, une suite de v.a.r. indépendantes de méme loi avec E|X;| <
+00. On a

1
E(Xl + ..+ X,) —n B(X1) pes. et dans L.

2.7. Annexe

2.7.1. Fonctions caractéristiques

La plupart des résultats de cette section sont une simple traduction en termes proba-
bilistes de ceux de la section 1.6.

Soient X et Y deux v.a. indépendantes & valeurs R%. On pose S = X + Y. Cherchons
la loi de S. On a, pour toute f € B (R?),

E(/(S)) = E(f(X +Y)) = / F&+ ) dyx (2)dpy (y) = / f d(ux * py)

d’apres (1.9). On a donc

Proposition 2.7.1. Soient X et Y deuz v.a. indépendantes d valeurs R®. On a Ux+y =
nx * py .

Définition 2.7.2. Soit X une v.a. a valeurs RY. On appelle fonction caractéristique
de X la fonction sur R?

ox(t) = fx(t) = E(¢<H¥>).
Propriétés élémentaires.
e ¢x est continue, ¢px(0) =1, |[px(t)] < 1.
. ¢g)l<1+b(t) =e<t>gy(at), a € R, b eRY ¢_x(t) = dx(1); si px = px, dx est
réelle.

Du th.1.6.8 résulte:

Théoréme 2.7.3. Soient X et Y deuz v.a. d valeurs RY. Si ¢x = by, ux = py. Si
éx € LY(\), px = h.\ avec

h(z) = (27)~ / e=i<hT> (1) dit.

De méme le th.1.6.3 et la prop.2.7.1 impliquent

Théoréme 2.7.4. Soient X etY deuz v.a. indépendantes ¢ valeurs RE. On a Ox+y =

Ox Py -
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Preuve:
En fait cela se montre immédiatement grace au cor.2.2.9

¢X+Y(t) _ ]E(ez‘<t,X+Y>) — E(ez’<t,X>ez'<t,Y>) — E(ez‘<t,X>)E(ez‘<t,Y>) — ¢X(t)¢y(t).

Le théoreme suivant est souvent appelé “critere Fourier d’indépendance”.

Théoréme 2.7.5. Des v.a. X1,...,X, & valeurs R4, ... R% sont indépendantes ssi,
pour tous t1 € Rdl, ..., tout t, € Rd”,

(X1, X))ty tn) = dx, (t1) -+ - Ox,, ().

Preuve:
En effet cette condition est équivalente (th.2.7.3) & p(x, . x,) = fx, ®... @ px, ce qui
équivaut (th.2.2.7) a 'indépendance de X1,..., X, u

Proposition 2.7.6. Soit X une v.a. & valeurs R?.

(i) Si X € L}, ¢x est dérivable et %%‘(O) =iE(Xy).

e . . ;o 92

(ii) Si X € L2, ¢x est deuz fois dérivable et W%(O) = —E(X;Xk).
Preuve:

(i) On remarque que |%ez‘<t,X>‘ _

| X1 € L! et on applique la prop.1.3.7.
(ii) On continue. .. g
I est facile de voir en appliquant la prop.1.3.7 que si X € L', ¢x est m fois dérivable.

Réciproquement on a ,

Proposition 2.7.7. Soit X une v.a. ¢ valeurs R, Si ¢x est 2m fois dérivable en 0,
m entier, X € Lflm.

Preuve:
Onselimitead =1, m = 1. On pose ¢ = ¢px et u = px. Ona ¢’ (0) = limy_, %(qb(h)—i—
P(—h) —2¢(0)) et

6(h) + () —26(0) = [ (@ e~ 2)dia) =~ [ sin? 5 d(a),

Appliquant le lemme de Fatou (prop.1.3.4), on a

2 hx
S 5

—¢"(0) = 11}1314/ 2 du(z) > 4/11mh1nf 132

22 dp(z) = /x2 du(z) w

Fonctions caractéristiques usuelles.

a. Loi binomiale B(n,p). Si X ~ B(n,p), on a
ox(t) =E("™) =) Crp"(1—p)" "™ = (pe’ +1 - p)".
k=0
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Cette formule montre que, si X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p), X,Y indépendantes, alors
X +Y ~ B(n+ m,p). En particulier si Xq,...,X,, sont des v.a. indépendantes avec
PXy=1)=p, P X =0)=1-—p, S, =X51+...+ X,, ~ B(n,p).
b. Loi de Poisson P(A). Si X ~ P(A)
itX — N it
ox(1) = (@) = 3" e e = exp(A(e — 1),
k=0
Si X ~P(A)etY ~P(u), X,Y indépendantes, alors X +Y ~ P(A+ p).

c. Loi gamma G(a,c). Si X ~ G(a,c),on a, ¢ x(t) = FC(Z) O+°O
la prop.1.3.7 et intégrant par partie, on obtient

- a +oo i a too .
ic / oitro—cr a g — __ _1AC / pittg—cz a1 g, _ 10 by (1)
) Jo I( ) Jo

x(t) = T'(a) a)(it — ¢ c—it

d'olt ¢x(t) = (1 — L)~ puisque ¢x(0) = 1. Noter que pour a ¢ N, on prend la
détermination continue valant 1 en 0. Si X ~ G(a,c) et Y ~ G(b,c), X,Y indépendantes,
alors X +Y ~ G(a+b,c). En particulier si Xq,..., X, sont des v.a. indépendantes de
méme densité e_’\xll{R+} et donc de loi G(1,A), S, = Xi +... + X, ~ G(n, ) et a

D UIPRE Vo |
pour densité oTyre T 1{R+

eitre—crpa—l g0 Utilisant

.
2
d. Loi normale Nj(m,o?). On sait (lem.1.6.4) que, si Y ~ N1(0,1), ¢y (t) = e~z . Soit
X =m+ oY, alors X ~ Ni(m,o?) et
o?t?

¢X(t) _ E(eitX) _ E(eit(m—i-crY)) _ ez’tmE(eitcrY) _ exp(itm N T)

On en déduit immédiatement

Proposition 2.7.8. $i X ~ Ni(m,0?) et Y ~ Ni(l,p?), X,Y indépendantes, alors
X +Y ~ Ni(m+1,0%+ p?).

Transformation de Laplace.

Pour des v.a. positives, on peut avoir intérét a utiliser la transformation de Laplace.
Soit X une v.a. a valeurs R de loi uy. On appelle transformée de Laplace de X (ou
plutot de px) la fonction sur R

Vx () = E(e ) = / e djuy (). (2.10)
L’espace vectoriel V' des fonctions sur Rt de la forme > cie~ % est une algebre séparant
les points de [0, +00], il résulte du théoreme de Stone-Weierstrass que V est dense dans
Co([0,+0oc]). On en déduit que ¥vx = Py = pux = py.
Appliquant la prop.1.3.7, on a, pour tout A > 0, ¥5(\) = —E(Xe *X) et, plus
généralement, wg?)()\) = (=1)"E(X"e~*¥). On en déduit que, si E(X) < +o0, E(X) =
— 4 (0), si E(X?) < +o0, E(X?) = ¢%(0),. ..
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Enfin on vérifie sans peine que, si X et Y sont des v.a. positives indépendantes,
Vxty (A) = ¥x (AN vy (A).
Fonctions génératrices

Soit X une v.a. a valeurs N de loi px(n) =P(X =n). On appelle fonction génératrice
de X la fonction définie pour u € [—1,+1] par

o0
gx () =E@w™) =>" px(n)u", (2.11)
n=0
oi1 'on a convenu que u® = 1 (y compris pour u = 0). Notons que ¢x(A\) = gx(e™),

A > 0.

11 résulte de la prop.1.3.7 (ou des résultats classiques sur les séries entieéres) que, pour
lul < 1, g (u) = E(Xu®"1), gk (u) = E(X(X — 1)u®~2), d’ou l'on déduit que, si
E(X) < 400, E(X) = ¢ (1), si E(X?) < 400, E(X(X — 1)) = g% (1),...

Ici encore on vérifie immédiatement que gx1+y = gxgy- si X et Y sont des v.a. entieres
indépendantes.

On a également un critére d’indépendance. Si X et Y sont des v.a. entiéres, on appelle
fonction génératrice de (X,Y), la fonction définie pour w,v € [—1,+1], par

gx,y)y(u,v) = E(uX0Y) = Z]P’(X =n,Y =m)u"v". (2.12)
n=0

Alors les v.a. X et Y sont indépendantes ssi, pour tous u, v voisins de (0,0), g(x,y)(u,v) =
9x (u)gy (v).

2.7.2. Vecteurs gaussiens

On dit qu’une probabilité u sur R est gaussienne si elle a pour densité (2.7) ou si pp = 9.
Il est normal d’adjoindre les mesures de Dirac aux lois gaussiennes car (lem.1.6.5) la
mesure Ni(m,o?) converge étroitement vers d,, lorsque o — 0. Une v.a. réelle est dite
gaussienne si sa loi est gaussienne.

Définition 2.7.9. Un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xq) est dit gaussien si, pour tout
a € ]Rd, adX =a1 X1+ ... +aqXy est une v.a.r. gaussienne.

En particulier chaque composante Xj, est une v.a.r. gaussienne mais cela ne suffit pas
A assurer que le vecteur X est gaussien. On appelle loi gaussienne sur R? toute loi d’un
vecteur gaussien.

Exemples. (i) X =0 € R? est un vecteur gaussien.

(i) Soit X = (X1,...,Xy) avec X1,..., Xy indépendants de méme loi N1(0,1). Alors
(prop.2.7.8) a1 X1 + ...+ agXg ~ N1(0,a3 + ... + aﬁ) et X est un vecteur gaussien.

Cette notion est invariante par transformation linéaire, plus précisément:
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Lemme 2.7.10. Soit X un vecteur gaussien & valeurs R% de moyenne m et de matrice
de covariance K. Pour tous b € R" et M matrice r x d, Y = b+ MX est un vecteur
gaussien a valeurs R™ de moyenne b+ Mm et de matrice de covariance M KM’

Preuve:
En effet 'Y = a’b+ (¢/M)X est une v.a.r. gaussienne. On a E(Y) = b+ ME(X) =
b+ Mm et (prop.2.4.4) K(Y)=K(MX)=MK(X)M' = MKM' 4

Théoreme 2.7.11. Soit X un vecteur aléatoire de moyenne m et de matrice de co-
variance K. Le vecteur X est gaussien ssi sa fonction caractéristique est donnée par

bx(t) = exp(it'm — %t’Kt). (2.13)

Preuve:

(i) Supposons X gaussien. Alors (lem.2.7.10) /X ~ Ny (t'm,t'Kt) et ¢y x (1) = E(e?'¥X) =
exp(it'm — $t'Kt) d’'out (2.13).

(i) Supposons (2.13). Alors ¢y x (u) = E(e™*X) = exp(iua’m — 1u*d’Ka) donc a’X
est une v.a.r. gaussienne et X un vecteur gaussien u

Toute loi gaussienne sur R? est donc déterminée par sa moyenne m et sa matrice de
covariance K. On note Ng(m, K) une telle loi. On a vu (exemple (ii)) que Ng4(0, I4)
existe mais on n’a pas établi P'existence dans le cas général. On a,

Lemme 2.7.12. Soit K une matrice d X d symétriqgue semi-définie positive. Il existe
une matrice d x d symétrique semi-définie positive A telle que K = AA’.

Preuve:

Soient Ay, ..., Ag les valeurs propres de K qui sont > 0. Il existe une matrice orthogonale
C (ie. CC" =1) telle que C'KC = D = diag(A1,...,\q) ot diag(A1,...,N\g) désigne
la matrice diagonale ayant \1,...,\g sur la diagonale. On a alors CDC’ = K. Soit

A = diag(v/A1,...,vAg). On pose A =CAC’. On a,

AA" = CAC'(CAC"Y = CACC'AC' =CDC' =K
Appliquant le lem.2.7.10, on a que, si X ~ Ny4(0,13), Y =m+ AX ~ Ng(m,K). On a
montré,

Théoréme 2.7.13. Etant donnés m € R? et une matrice d x d symétrique semi-définie
positive K , il existe une et une seule loi gaussienne sur R? de moyenne m et de matrice
de covariance K.

Vecteurs gaussiens et indépendance.

Théoréme 2.7.14. Soient X = (Xq,...,Xy) un vecteur gaussien.
(i) Les v.a.r. X1,...,Xy sont indépendantes ssi la matrice de covariance K(X) est
diagonale.
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(ii) On pose
H:(Xla"'aXdl)v Y2:(Xd1+17"'7Xd2) YT (Xdr_1+l)"'7Xd)/

Les vecteurs (Y1,...,Y,) sont indépendants ssi K;;(X) = Cov(X;,X;) = 0 pour
tous i, j n’appartenant pas au méme intervalle [1, dl], [di+1,d2],...,[d—1+1,d].

Preuve:

Seule la suffisance demande une preuve.

(i) Supposons K (X) diagonale. On a K (X) = diag(c?,...,03) ou o7 = Var(Xy). Alors,
notant m = E(X),

d

d d
. 1 2,2 , L 5o
t) = exp(i ;mktk ) ;O‘ktk) = H exp(imyty — §Uktk) =o¢x,(t1) ... ox,(ta)

k=1
et donc (prop.2.7.5) les X}, sont indépendantes.

(ii) Supposons la condition sur les covariances réalisées. Elle implique, pour tous u; €

R% uy € R27N et p # g, Cov(uy,Yp, ugYy) = 0. Donc, d’apres (i), les v.a.r.

u)Y1,...,ulY, sont indépendantes. On a alors
E(ei(“llyl+~~~+“lry7“)) _ ]E(eiu/lYl) o E(em;YT)

et (prop.2.7.5) les v.a. (Y1,...,Y;) sont indépendantes u

Remarque. Attention a 'utilisation du th.2.7.14. On peut avoir X et Y v.a.r. gaussi-
ennes, Cov(X,Y) = 0 sans que les v.a. X et Y soient indépendantes. Par exemple si
X ~ Ni(0,1), si U est une v.a. indépendante de X telle que P(U = 1) =P(U = —1) = 3
et si Y = UX, on vérifie facilement que Y ~ N1(0,1). On a Cov(X,Y) = E(XY) =
E(UX?) = E(U)E(X?) =0 et |X| = |Y]| donc X et Y ne sont pas indépendantes. En
fait le couple (X,Y’) n’est pas gaussien.

Le cas non dégénéré.
On dit que la loi Ng(m, K) est non dégénéré si det(K) # 0. Dans ce cas:
Théoréme 2.7.15. Si X ~ Ny(m, K) et si det(K) # 0, X admet la densité

d
2

1 () = ()~ (det(K)) 5 exp(— (& — m) K~ (& — m).

Preuve:

Soit A tel que K = AA’, on a det(A) = (det(K))"/? et A est inversible. Soit ¥ ~
2
N4(0,1;) un vecteur gaussien de densité (27)~ %42 exp(—%). On a (lem.2.7.10) Y =
m+ AY ~ Ny(m, K) et, pour f € BH(R%),
2
d
B (X)) = B(f(m -+ AY) = 20) % [ fon+ Ay exp(~20) dy.
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On effectue le changement de variable y = A~1(x —m), on a ggg; =det(A1) et

B (X)) = (2) Fdei(a™) [ f)exp(— o —m) (47 A7 o — ) do.
Comme K~ ! = (AA")"! = (A1) A~} on a la formule annoncée u

2.7.3. Convergence en loi

On considére dans cette sous-section des v.a. & valeurs R®. Rappelons que si X est une
telle v.a., on note ux sa loi et ¢x sa fonction caractéristique. Nous ferons un usage
intensif des résultats de la section 1.7.

Définition 2.7.16. On dit qu’une suite de v.a. X,, converge en loi vers une probabilité
W (resp. une v.a. X ) si la suite ux, converge étroitement vers p (resp. vers px ).

La distinction entre convergence en loi vers p ou vers X est une simple affaire de langage
car en fait c’est la loi de X,, qui converge vers u et donc vers la loi de X pour toute v.a.
X de loi p. Ceci signifie donc que, pour toute f € Cp, E(f(X,,)) = [ fdux, —n [ fdu
(= E(f(X)). D’apres la prop.1.7.2 il suffit de le vérifier pour f € C} et d’apres les
th.1.7.9 et 1.7.10, on a:

Théoréme 2.7.17. La suite X,, converge en loi vers u (resp. vers X ) ssi, pour tout
t € R, b, (t) —n filt) (resp. dx(1)).

Théoreme 2.7.18. Soit X,, une suite de v.a. telle que, pour toute t € RY, dx, (t) —p
W(t). Si 1 est continue en 0, il existe une probabilité j sur R? telle que 1) = ooet X,
converge en loi vers (.

Examinons le lien entre la convergence en loi et les convergences des v.a. étudiées dans
la section précédente.

Z. La grande différence entre cette notion de convergence et les précédentes (conver-
gence en probabilité , convergence p.s., convergence dans LP) est que:

e Cette notion de convergence n’est pas de type “produit”, c’est a dire que si X,
et Y,, convergent en loi vers X et Y, il se peut trés bien que le couple (X,,Y,,) ne
converge pas en loi.

e Cette notion de convergence n’est pas de type “espace vectoriel”, c’est a dire que
si X,, et Y,, convergent en loi vers X et Y, on ne peut, en général, rien dire sur
la convergence en loi d’'une combinaison linéaire de X, et Y.

D’ailleurs, la convergence en loi n’est pas, a proprement parler, une notion de conver-
gence de variables aléatoires , mais, comme son nom l'indique, une notion de conver-
gence de suites de lois de probabilité .
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Proposition 2.7.19. Si X,, converge en probabilité vers X, alors X,, converge en loi
vers X.

Preuve:

11 suffit (prop.1.7.2) de montrer que, pour toute f € Cy, E(f(X,)) —n E(f(X)). Soient
donc f € C et € > 0. Il existe, f étant uniformément continue, o > 0 tel que |f(z) —
fly) <esilz—y| <a On a alors

[E(f(Xn)) = E(f(X)] < E(f(Xn) = F(X)IL{x,-x]<a})
FE(f(Xn)) = F(X)f1x,-x|>a}) <€+ 2[[fI[P(IXn — X| > a)

doit limsup, [E(f(X,)) — E(f(X))] < ¢ et E(f(X1)) —n E(f(X)) s

Exemple. Soir X,, une suite de v.a.r. telle que P(X,, = 1) = p, et P(X,, =0) =1—p,
avec 0 < p, < 1. X,, —, 0 en probabilité ssi p, —, 0, X,, —, 1 en probabilité
ssi p, —n 1 et sinon ne converge pas en probabilité tandis que, vu que E(f(X,,)) =
pnf(1) + (1 — pn) f(0), X, converge en loi ssi p, —, p. Ceci montre qu’en général la
convergence en loi n’implique pas la convergence en probabilité.

A titre d’application, on démontre un résultat utile sur les v.a.r. gaussiennes.

Lemme 2.7.20. Soit a, une suite de réels tels que, pour tout t € R, €% — A\(t).
Alors la suite a, converge.

Preuve:

La fonction A(t) est continue et [A(t)] = 1, il existe donc o > 0 avec [ A(£) dt = p # 0.
D’apres le théoreme de Lebesgue, lim,, f(;l etan dt = p et, comme foa ianen dt =
e’ _ 1. pour n assez grand:

glaan _ 1 AMa)
- ra BN
Z/ eitan dt Zp
0

Proposition 2.7.21. Soit X,, une suite de v.a.r. gaussiennes convergeant en probabilité
vers X. Alors X est gaussienne et, pour tout p > 1, X,, converge vers X dans LP.

Ay =

Preuve:

Soient a, = F(X,), 02 = Var(X,). On a ¢x, (t) = exp(ia,t — 02t?/2). Comme X,
converge vers X en probabilité, X,, converge vers X en loi et ¢x, (t) converge vers
la f.c. ¢(t) de X. Alors |¢x, ()] = exp(—0c2t?/2) — |¢(t)]. On a ¢(1) # 0, sinon
02 — 400 et, pour tout t # 0, ¢(t) = 0, ce qui est impossible puisque ¢ est une
fonction caractéristique. Donc 02 — —21In|¢(1)| = 02 < +oo. Alors, pour tout ¢ € R,
exp(iant) converge et (lem.2.7.20) a, — a. On a donc ¢(t) = exp(iat — o?t%/2) et
X ~ Ni(a,0?). Vu que

E(eXl) < B(eX") + E(e™") = exp(an + 07,/2) + exp(—an + 07,/2)
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et que les suites a, et o2 sont bornées, on a sup,, E(e‘X’”) < +o0. Comme, pour tout
reN, |z|” < Cel?l, ceci implique que sup,, E|X,,|” < 4+oc0c. Il suffit alors d’appliquer le
thm.2.6.5 u

La prop.1.7.5 et le th.1.7.8 deviennent:

Proposition 2.7.22. Soit X,, une suite de v.a. convergeant en loi vers . Pour tout
A € B(RY) tel que p(0A) =0, on a P(X,, € A) —,, u(A).

Théoreme 2.7.23. Soit X, une suite de v.a. telle que, pour tout € > 0, il existe un
compact K tel que, pour tout n, P(X,, € K) > 1—e¢, alors il existe une sous-suite Xy,
convergeant en loi.

Le théoréme de la limite centrale.

Théoreme 2.7.24. Soit X,, une suite de v.a. de Lfl indépendantes et de méme loi. On
pose m =E(X,1), K = K(X1), S, =X1+...,X,. Alors %(Sn —nm) converge en loi
vers Ng(0, K).

Preuve:
On peut supposer E(X7) = 0. Soit Y ~ Ny(0,K). On a gb%sn(t) = (¢X1(ﬁ))n- De

plus, vu la prop.2.7.6, z0-6x,(0) = 0 = 5y (0), 505-6x,(0) = —Kjx = 5056y (0).
On a donc

Ox, (t) — oy (t) = [tP*e(t), |e(t)] —i—0 0.
Siu,v e Cavec |ul <1, |v] <1, ona |u”—o" <nlu—2v| et donc, vu que ¢y (t) =
exp(— 2 KCt) = (dy (L))",

L (L
t t it]2 ot 9
< nlcbxl(\/—ﬁ) - dw(—\m If-:(—\/ﬁ)l < [t[7le(

et ﬁSn converge en loi vers Ny(0, K) d’apres le th.2.7.17 4

(615, () = oy ()] = [(¢x:( )"

) <n ) —=n0

n

t
NG

Corollaire 2.7.25. Soit X,, une suite de v.a.r. indépendantes, de méme loi, de carré
intégrable. On pose m = E(X1), 0? = Var(X1), Sp = X1 +...,X,,. Alors, pour —co <
a<b< +oo,

S, —nm

1 b
P n —— T2 dt.
(a < o/ <b)— \/%/Ge2dt

Preuve:
Ceci résulte du th.2.7.24 et de la prop.2.7.22 4
Convergence en loi et fonction de répartition.

Soit F' une fonction de répartition sur R. Rappelons que F' croit de 0 a 1 et que F est
continue a droite. On note C(F') 'ensemble des points de continuité de F'. Noter que
C¢(F) est au plus dénombrable.
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Théoréme 2.7.26. Soient p, et p des probabilités sur R de fonction de répartition Fy,
et F. Alors py, converge étroitement vers p ssi, pour tout v € C(F), Fy(x) —, F(z).

Preuve:
(i) On suppose que p, converge étroitement vers p. Soit x € C(F). On a u({z}) =
F(z) — F(z—) =0 et (prop.1.7.5) Fp(x) = pn(] — 00, 2]) —p pu(] — 00, ]) = F(x).

(ii) On suppose que, pour tout z € C(F), F,(x) —, F(x). Montrons d’abord que la
suite py,, est tendue (def.1.7.7). Soit € > 0. Il existe a < b tels que F(b) — F(a) >1—¢
et, C¢(F') étant au plus dénombrable, on peut supposer a,b € C(F'). On a alors F,(b) —
F,(a) —, F(b) — F(a) et il existe ng tel que, pour tout n > ng, F,(b) — Fy(a) >1—¢
i.e. pn([a,b]®) < e. La suite u, est donc tendue.

Supposons que fi,, converge étroitement vers v. Vu (i), on a F'(z) = F,(z) pour tout
x € C(F)NC(F,). Ce dernier ensemble étant dense (son complémentaire est au plus
dénombrable), on a F' = F), et = v.

Ces deux propriétés impliquent la convergence étroite de p,, vers p. Sinon il existerait
f € Cy telle que py, (f) ne converge pas vers p(f) et donc a > 0 et ny tels que, pour tout
k, |pin, (f) — p(f)] > a. Mais la suite p,, étant tendue, on peut en extraire (th.1.7.8)
une sous-suite convergeant étroitement et nécessairement vers u d’ou une contradiction
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Chapitre 3

Espérances conditionnelles

3.1. Définition élémentaire

Soit (2,.4,P) un espace de probabilité.

Soit B un événement tel que P(B) €]0, 1[. Pour A € A, on appelle probabilité condition-
nelle de A sachant B la quantité P(A|B) := P(AN B)/P(B) et, pour X v.a. intégrable,
espérance conditionnelle de X sachant B la quantité

E(X|B) ::ﬁ/BXd]P’.

Il suffit de s’intéresser a la deuxieme quantité puisque P(A|B) = E(1;4,|B). Noter
que E(X|B) représente la nouvelle espérance de X sachant que le point tiré w € B.
En fait on sait si le point tiré w € B ou w € B¢, c’est a dire qu’on connait la tribu
B = {Q,0, B, B°}. On appellera donc espérance conditionnelle de X sachant B et on
notera E(X|B) la v.a.

Y = (ﬁéXdP) Lipy + <ﬁ /Bch]P’> Lipey-

Supposons maintenant que B = o(By, k > 0) ou les By € A forment une partition de
Q avec P(B},) > 0. Rappelons qu’alors une v.a. Z est B-mesurable ssi Z =, ¢ 1p, ;.
Dans ce cas, X étant une v.a. intégrable, on appelle espérance conditionnelle de X
sachant B et on note E(X|B) ou encore Ef(X), la v.a.

Y = zk: <ﬁ /BkXd]P’> 1ip,)- (3.1)

On a dans ce cadre la caractérisation suivante

Proposition 3.1.1. La v.a. Y définie par (3.1) est l'unique v.a. B-mesurable telle que

pour tout B € B, / Y dP = / X dP. (3.2)
B B
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Preuve:

Puisque tout B € B est réunion disjointe de By, pour montrer que Y vérifie (3.2), il
suffit de le vérifier pour B = Bj ce qui est immédiat. Réciproquement soit Z une v.a.
B’—n\lesurablelvériﬁant (3.2). Ona Z =37, cxlp,y et [z ZdP = cxP(By) = [ X dP
douck:mekXdPet Z=Y ps. u

On arrive au probléme suivant. Soient B une sous-tribu de A et X une v.a. intégrable;
existe-t-il une v.a. Y, B-mesurable, vérifiant (3.2) et est-elle unique?

3.2. Définition et propriétés
Soit B une sous-tribu de A.
Dans la suite on utilisera souvent le résultat suivant.

Proposition 3.2.1. 5i X et Y sont deux v.a.r. B-mesurables toutes deux positives ou
toutes deux intégrables, vérifiant, pour tout B € B, fBXdP > fBYdP (resp. =),
alors X >Y p.s. (resp. =).

Preuve:
Soit Fup ={X <a<b<Y} € B. Puisque {X <Y} =UgpecqFup, il suffit de montrer
que, pour tous a < b, P(Fyp) = 0. Mais si P(F, ;) > 0,

/ X dP < aP(F,) < bP(Fap) < / Y dP,
Fa b Fa b

ce qui contredit ’hypothéese u

On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre. Commencgons par le
cas L2

Théoreme 3.2.2. Soit X une v.a.r. de carré intégrable. Il existe une v.a.r. Y de carré
intégrable, B-mesurable, unique a une équivalence prés, telle que

pour toute v.a. Z de carré intégrable B-mesurable, E(YZ)=E(XZ). (3.3)

Preuve:

Remarquons d’abord que 'unicité résulte de la prop.3.2.1. Montrons I'existence. Soit
X € L? (avec 'abus de langage usuel). H = L?(Q, A,P) est un espace de Hilbert et
K ={Z € H, Z a un représentant B-mesurable} est un sous espace fermé de H puisque
K ~ L?*(Q,B,P). Soit Y (un représentant de) la projection orthogonale de X sur K.
On a, pourtout Z€ K, X —Y 1L Kie E(YZ)=E(XZ)

Théoréme 3.2.3. Soit X une v.a.r. intégrable (resp. positive). Il existe une v.a.r. Y
intégrable (resp. positive), B-mesurable, unique a une équivalence preés, telle que

pour tout B € B, / YdP = / X dP. (3.4)
B B
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Preuve:

Ici encore I'unicité résulte de la prop.3.2.1. Montrons 'existence. On suppose X > 0.
Soit X, = X An, X,, € L?. 1l existe donc Y;, B-mesurable tel que, pour tout B € B,
[z YndP = [5 X, dP. La prop.3.2.1 implique que Y, est positif et que ¥;, <¥,,1. On
pose Y =lim 7Y, Y est B-mesurable et (Beppo-Levi), pour tout B € B, [, Y dP =
lim 1 [pY,dP = lim 1 [, X,dP = [ XdP. Notons que si X est intégrable, ¥
également et donc Y < +oo p.s. Si X € L', on écrit X = Xt — X~ 4

Remarque 1. On peut donner une démonstration directe du th.3.2.3 en utilisant le
théoréme de Radon-Nikodym (th.1.8.7). Soit X € L*(Q,A,P). Posons, pour B € B,
vx(B) = fB X dP. vx est une mesure signée sur (2, B) et, notant Py la restriction de
P a B, on a, pour tout B € B, P(B) = 0 implique vx(B) = 0. On peut appliquer le
th.1.8.7 sur l'espace (£2,B). 1l existe donc Y € L'(Q, B,P) unique telle que, pour tout

BebB,
VX(B):/XdP:/YdPB:/YdP.
B B B
On a donc p
vx
E(X|B) = —=.
(x18) = S5

La v.a. Y définie par le th.3.2.3 s’appelle I'espérance conditionnelle de X sachant B
et se note E(X|B) ou EF(X). Si X = LIiay, A € A, E(1y4|B) se note P(A|B) et
s’appelle la probabilité conditionnelle de A sachant B. Si X = (X1,...,Xy) € Lcll, le
vecteur aléatoire (E(X1|B),...,E(Xy4|B)) s’appelle encore I'espérance conditionnelle de
X sachant B et se note aussi E(X|B).

Remarque 2: Sion écrit X = X — X, E(X|B) = E(XT|B) — E(X "~ |B) est définie
sans ambiguité des que E(X ) < 400 ou E(X ™) < +o0.
Proposition 3.2.4. Du th.3.2.8 et de la prop.3.2.1 résulte immédiatement:
e E(1|1B) =1 p.s. et, si B={Q,0}, E(X|B) =E(X) (X > 0 ou intégrable).
e Pour XY >0 et a,b > 0 (ou X,Y intégrables et a,b € R), E(aX + bY|B) =
aB(X|B) + bE(Y|B) p.s.
o Pour XY >0 (ou X,Y intégrables), X <Y p.s. implique E(X|B) < E(Y|B)
D.S.

On a aussi prenant B = Q) dans (3.4):
Proposition 3.2.5. Pour X positive ou intégrable, E(E(X|B)) = E(X).

On utilisera tres souvent le résultat suivant, établi dans le premier chapitre. Une v.a.
Z est dite B-mesurable étagée si elle est de la forme Z = Y ), cxl¢p,y, Br € B. On
sait (prop.1.1.2) que toute v.a. B-mesurable positive est limite d’une suite croissante
de v.a. B-mesurables étagées positives. Rappelons aussi qu’on note B I’ensemble des
v.a. B-mesurables positives, B I’ensemble des v.a.r. B-mesurables bornées et que I'on
désigne lespérance conditionnelle par E®(X) ou bien par E(X|B).
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Proposition 3.2.6. Soit X une variable aléatoire positive (resp. variable aléatoire inté-
grable). Alors EP(X) vérifie

E(ZEB(X)) = E(ZX) (3.5)

pour toute Z € Bt (resp Z € By).

Preuve:

Supposons d’abord X > 0. La relation E(ZY) = E(ZX) est, par définition, vraie pour
Z = 1ypy, B € B. Par linéarité (prop.3.2.5), elle est vraie pour Z étagée B-mesurable
positive puis (prop.1.1.2 et Beppo-Levi) pour Z B-mesurable positive. Si X € L', on
se rameéne au cas positif en écrivant X = X+ — X~ et Z =277 — 7~ 4

Proposition 3.2.7. Soit (B;; i € I) une famille finie ou dénombrable de sous tribus
de A et B=o(B;; 1 € I). Soit X une variable aléatoire intégrable sur (0, A,P). Pour
qu’une variable aléatoire B mesurable et intégrable U soit une version de EB(X), il
suffit que l'on ait:

EU[[2)=EX]]Z). ou bien /ﬁ BUd]P’:/ﬂ BXd]P’
e JDi icJ i

icJ icJ
pour tout sous ensemble fini J C I et tous Z; € (B;)y ou bien B; € B;.

Preuve:

Il suffit de considérer le second cas. On définit C = {N;cyB; ; B; € B; , J fini} et
M ={Ae A; EUlg,y) = E(XL{4)}. On vérifie facilement les hypotheses de la
prop.1.1.1. On a donc o(C) = B C M d’oti, pour tout B € B, E(ULpy) = E(X1p)
ie. E(X|B)=U ps.

Lorsque la tribu B est engendrée par un systeme fini ou dénombrable de variables
aléatoires , on obtient une caractérisation de ’espérance conditionnelle qui sera d’usage
constant dans le chapitre consacré aux chaines de Markov.

Corollaire 3.2.8. Soit (Y;; i € I) une famille finie ou dénombrable de wvariables
aléatoires sur (2, A) et a valeurs dans des espaces mesurables (E;, &), B =0(Y;; i €
I) la tribu engendrée par cette famille. Soit X une variable aléatoire intégrable sur

(Q, A, P). Pour qu’une variable aléatoire B mesurable et intégrable U soit une version
de EB(X), il suffit que l’on ait:

E(Uth(Yz)) = IE(XHhi(Yi))v ou bien / U dP = / X P
ieJ i€J Nics (Yi€B;) Nics (Yi€Bi)

pour tout sous ensemble fini J C I et tous h; € (&;)p ou bien B; € &;.

Etablissons deux propriétés plus spécifiques des espérances conditionnelles.
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Proposition 3.2.9. Soient U et V des v.a. positives (ou telles que UV et V soient
intégrables) avec U B-mesurable, alors EPZ(UV) = UEB(V) p.s.

Preuve:

Considérons le cas positif. Soient ¥ = UEB(V) et Z € B*. Alors Y € Bt et on a
(prop.3.2.6) E(ZY) = E(ZUEB(V)) = E(ZUV) ie. Y = EB(UV). p.s. Le cas intégrable
se traite en écrivant U =UT — U~ et V=V -V~ 4

Proposition 3.2.10. Soient C C B des sous-tribus de A et X une v.a. positive ou
intégrable, alors E€(X) = E¢(EP(X)). p.s.

Preuve:
Il suffit de considérer le cas positif. Posons Y = E€(EB(X)),Y e C*. Soit Z € ¢t c BF.
On a

E(ZY) = E(ZEC(EP(X))) = E(ZEB(X)) = E(ZX)

ie. Y = E°(X) «
Généralisation des inégalités de Schwarz et de Jensen aux espérances conditionnelles.
Proposition 3.2.11. Soient X,Y € L?. Alors [EB(XY)|? < EF(X?)EB(Y?) p.s.

Preuve:
On a, sauf sur un ensemble négligeable N, pour tout A € Q, 0 < ]EB(X +AY)? =
EB(X?2) — 2AEB(XY) + A\2EB(Y?) d’oti Iinégalité en écrivant que A <0 p.s.

Proposition 3.2.12. Soit f : R — R conveze. On suppose X et f(X) intégrables.
Alors f(EF (X)) <EB(f(X)) p.s.

Preuve:

Soit x, une suite dense dans R. Reprenant 'argument de la prop.2.3.4, pour chaque
n, il existe une fonction affine a,(x) = apz + b, < f(x) telle que ay(z,) = f(an).
Soit g = sup,, ay, g est convexe (tout sup de fonctions convexes est convexe), continue
(toute fonction convexe sur R est continue) et, pour tout n, g(x,) = f(x,) donc g = f
ie. f(zr) = sup,(apz + by,). On a alors, pour tout n, a, X + b, < f(X) d’ou ps.
anEB(X) + by < EB(f(X)) et f(EB(X)) = sup, (anEP(X) + by) < EB(f(X)) s

Soit p > 1. La fonction z — |z|P étant convexe, on a, pour X € LP, |[EB(X)|P < EB(|X|?)
et prenant lespérance, E(|E5(X)P) < R(EB(|X?)) = E(|X|P) d’ott

pour p> 1, |[E5(X)|l, < [|X[], (3.6)
ce qui signifie que 'opérateur X +— EB (X)) est une contraction de LP.

Il reste a étudier les passages a la limite. En fait, on a les mémes résultats que pour
I'espérance ordinaire.

Proposition 3.2.13. Soit X,, une suite de variables aléatoires .

(i) Si0<X,1X,E5(X,) 1 E5(X) ps.
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(ii) Si0 < X, E¥(liminf X,,) < liminf E¥(X,,) p.s.
(iii) Si |X,| <V avec V € L,
EB(liminf X,,) < liminf E¥(X,,) < limsup E®(X,,) < Ef(limsup X,,) p.s.

(iv) 8i |X,| <V avec V€ L' et si X,, — X p.s., EB(X,,) — EB(X) p.s.

Preuve:

(i) Vu la prop.3.2.4, EB(X,) 1 p.s. On pose Y = limsup E®(X,,), Y est B-mesurable
et on a E¥(X,) 1Y p.s. Vu que pour tout B € B, Jp XndP = [5 EB(X,)dP, on a
(Beppo-Levi), [, XdP = [,V dPie. Y =EP(X) ps.

(ii) Vu que liminf X,, = lim,, 1 inf;>, X;, on a p.s., utilisant (i), E®(liminf X,,) =
EB(lim,, T infi>, X;) = lim,, 1 EB(inf;>, X;) < lim,, 1 inf;>, E5(X;) = liminf E5(X,).

(iii) On applique (ii) aux v.a. V + X,, et & V — X, qui sont positives.
(iv) On applique (iii) »

Espérance conditionnelle et uniforme intégrabilité

Proposition 3.2.14. Soit X une variable aléatoire intégrable et B; une famille de
sous-tribus de A. La famille X; = E(X|B;) est uniformément intégrable.

Preuve:
L’ensemble A; = {|X;| > a} est B; mesurable et d’apres I'inégalité de Jensen on a
| X;| < E(|X||B;), par conséquent:

E(|X;)) < E(X]), et / Xi| dP < / X| dP

Or P(4;) < E(|Xi|])/a < E(|X])/a. Pour € > 0 on sait qu'il existe 6 > 0 tel que
P(A) <6 = [,|X|dP < e. Pour € donné, il suffit donc de choisir a assez grand pour
que P(A;) < d quel que soit i, et on aura alors fAi | X;| dP < € quel que soit i »

On obtient de méme le résultat suivant:

Proposition 3.2.15. Soit X; une famille uniformément intégrable et B une sous-tribu
de A. La famille Y; = E(X;|B) est uniformément intégrable.

Preuve:
L’ensemble B; = {|Yi| > a} est B mesurable et d’apres l'inégalité de Jensen on a
|Y;| < E(]X;||B), par conséquent:

E(Yi)) < E(IX:)), et/ m|dPs/ 1X,| dP
B; B;

D’apres (2.6.2), la famille X; est bornée dans L' par une constante C' < oo et donc
P(B;) < E(|Yi])/a < E(]X;|)/a < C/a. Pour € > 0 on sait, toujours d’apres (2.6.2),
que la famille X; est équicontinue, c’est a dire qu’il existe § > 0 tel que P(B) < § =
J5 |Xi| dP < e. Pour e donné, il suffit donc de choisir a assez grand pour que P(B;) < §
quel que soit ¢, et on aura alors f B, |Y;| dP < € quel que soit i u
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3.3. Conditionnement par une variable aléatoire

Soit T une v.a. a valeurs (E, £). Nous allons conditionner par T
Soit o(T) = o(T~Y(F), F € £). On sait que (prop.1.1.4)

Proposition 3.3.1. Soit Z une v.a. a valeurs R (resp. IEJF). Z est o(T)-mesurable ssi

il existe f mesurable de (E,&) dans R (resp. mesurable de (E,E) dans I@Jr) telle que
Z =foT.

Pour X intégrable ou positive, on définit I'espérance conditionnelle de X sachant T'
comme 'espérance conditionnelle de X sachant o(7T) i.e.

E(X|T) :=E(X|o(T)). (3.7)
Il résulte alors de la prop.3.2.6

Proposition 3.3.2. Soit X une v.a. intégrable (resp. positive). Alors Y = E(X|T) ssi
Y est de la forme Y = W(T) avec h € By(R) (resp. BT(R)) et

E(g(T)Y) = E(g(T)X) (3-8)

pour toute g € &, (resp. toute g € ET ).

La fonction h ci-dessus est unique au sens suivant. Si E(X|T) = h(T) = h/(T),
h(T) = K(T) p.s. et donc h = b/ pp p.p., pr étant la loi de T. On écrit alors un
peu incorrectement

h(t) = E(X|T =t).

Cette écriture devient correcte si P(T'=t) > 0 et alors h(t) = m | (7=} X dP.

Supposons X € L? et soit B une sous-tribu de A. Le th.3.2.2 montre que ¥ =
E(X|B) est la projection orthogonale de X sur K = {Z € L?, Z a un représentant B-
mesurable} ~ L2(Q,B,P). Donc E(X — Y)? = inf{E(X — 2)%, Z € L? Z B-

mesurable}.
Si B=o(T), on a alors que, pour h(T) = E(X|T),

E(X —h(T))? = mf{ E(X — g(T))*, g € L*(ur)}

otl pr est la loi de T. Donc, si X € L2, h(T) = E(X|T) est la meilleure approximation
dans L? de X par une fonction de 7.

3.4. Conditionnement et indépendance

Soit (E, &) un espace mesurable.

Les principaux résultats sur I'indépendance ont été présentés section 2.2. On dit qu’une
v.a. X et une tribu B sont indépendantes si les tribus o(X) et B sont indépendantes.
Ceci équivaut a X est indépendante de toute v.a.r. B-mesurable.
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Proposition 3.4.1. Soit X une v.a.r. positive ou intégrable indépendante de B sous-
tribu de A. On a E(X|B) = E(X) p.s.

Preuve:
Soit m = E(X). Evidemment m est B-mesurable. On a, pour toute Z € B, E(XZ) =
E(X)E(Z) =E(mZ) i.e. E(X|B) =m p.s.

Z. L’égalité E(X|B) = E(X) n’implique évidemment pas que X soit indépendante de
B. Par contre, on a:.

Proposition 3.4.2. Soient X une v.a. a valeurs (E, &) et B une sous-tribu de A. Alors
X est indépendante de B ssi

pour toute f € EY, EB(f(X)) = E(f(X)) p.s. (3.9)

Preuve:
Si X est indépendante de B, (3.9) résulte de la prop.3.4.1. Réciproquement supposons
(3.9). Soient f € £t et Z € Bt. On a, vu les prop.3.2.5 et 3.2.9,

E(f(X)Z) = E(E°(f(X)Z2)) = E(ZE®(f(X))) = E(ZE(f(X))) = E(Z)E(f(X)).

et les tribus o(X) et B sont indépendantes u

Remarque: On vérifie facilement que, si X est indépendante de B, (3.9) est vraie
pour toute f € L(ux).

Proposition 3.4.3. Soient X une v.a. d valeurs R? et B une sous-tribu de A. Alors
X est indépendante de B ssi

pour tout t € RY, EB(<bX>) = E(<1X>) p.s. (3.10)

Preuve:
(i) Si X est indépendante de B, on a (3.10) vu la prop.3.4.1 .

(ii) Supposons (3.10). Soit Z une v.a.r. B-mesurable. On a, pour tout ¢t € R” et tout
T € R,

E(ef<t-X>Fi72) — F(TZEB (i<t X>))
= E(eTZE(e'<tX>)) = E(e!<tX>)E(ei7%)
et donc (prop.2.7.5) X et Z sont indépendantes u
On peut généraliser la prop.3.4.1

Proposition 3.4.4. Soient F et G des sous-tribus de A et X une v.a. intégrable. On
suppose que G est indépendante de o(o(X),F). Alors

E(X|o(F,G)) =E(X|F) p.s.
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Preuve:

Soit Y = E(X|F). Evidemment Y est o(F,G)-mesurable. Soient U € bF et V € bG, on
a E(XUV)=EXU)E(V)=E(YU)E(V) =E(YUV). Il suffit maintenant d’appliquer
la prop. 3.2.7 «

Corollaire 3.4.5. Si X est intégrable ou positive et si la variable aléatoire U est
indépendante du couple (T, X), on a

E(X|(T,U)) = E(X|T) p.s.

Terminons par un résultat tres utile pour le calcul d’espérances conditionnelles.

Proposition 3.4.6. Soient B une sous-tribu de A et T, X des v.a. a valeurs (E, &) et
(F,F). On suppose que T est B-mesurable et que X est indépendante de B. Alors, pour
toute h € (E @ F)T U (€ @ F),

E(h(T, X)|B) = ¢(T) p.s. ot p(t) = E(h(t, X)).

Preuve:
Supposons h > 0. Soit Z € BT. Notons ux et upz les lois de X et de (T,Z). On a

o(t) = J h(t,z) dux () et
E(Zh(T, X)) = / Wty ) dpr.z (b, 2) dux (2) =
[ bty dux @) duz(e.2) = [ 0(0) d(t.2) = E(20(D)

dott ¢(T) = E(h(T, X)|B) p.s. «

Corollaire 3.4.7. Awvec les notations de la Proposition 3.4.6, si T et X sont des vari-
ables aléatoires indépendantes, on a

E(h(T, X)|T = t) = E(h(t, X)) p.s.

3.5. Lois conditionnelles

Commencons par un exemple élémentaire. Soient X, Y des v.a. entieres indépendantes
de loi de Poisson P(A) et P(u). Soit T'= X 4+ Y. On sait que que T~ P(A+ u) et 'on
a, pour 0 < k <t

PX=kT=t PX=kPY=t—k)

(X =HT=1) P(T = 1) P(T = 1)
= e_)‘)\—ke_” e e MH t = t Aot
MO @RS Ot KE—R)IA+ )
_ . A
= G- = Ni(k) otip = 7.
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On dira que (N¢(k), 0 < k <t) est la loi conditionnelle de X sachant que T = ¢. Ici il

s’agit de la loi binomiale B(t, ﬁ) On a alors, pour toute f positive,

E(f(X)|T =1) Zf JN:(k
Plus généralement, soient 7', X des v.a. é valeurs (E 8) et (F,F). On sait que p est
la loi de X ssi, pour tout f € Ft, E(f = [f(z . On appellera donc la loi

conditionnelle de X sachant que T = t une famllle de probablhtes sur (F,F), soit
(N¢(dz), t € E), telle que, pour toute f € FT,

E(f(X)| T = 1) = / F(@)Ny(d).

Pour étre tout a fait rigoureux, il faut préciser les mesurabilités.

Définition 3.5.1. On appelle probabilité de transition de E dans F une famille de
probabilités sur (F,F), soit (Ni(dx), t € E), telle que, pour tout A € F, t — Ni(A)
soit E-mesurable. On adopte souvent la notation N(t,dzx) plutot que N¢(dx). Pour toute
fonction f, F mesurable, positive (resp. bornée) on définit

/f N(t,dz)

qui est une une fonction & mesurable positive (resp. bornée).

Définition 3.5.2. Une probabilité de transition, (N(t,dz), t € E), de E dans F est la
loi conditionnelle de X sachant que T =t si, pour toute f € FT,

E(f(X)|T) = Nf(T) p.s., ou encore E(f(X)|T =t)=Nf(t) prp.s., (3.11)
ou pur = lot deT'.
Il existe un cas ou le calcul de cette loi conditionnelle est immédiat:

Proposition 3.5.3. 57 X et T sont des variables aléatoires indépendantes , alors
pour toute fonction ¢ € (€@ F) la loi conditionnelle de (T, X') sachant que T =t est
identique a la loi de la variable aléatoire p(t, X).

Preuve:
Il suffit d’appliquer le Corollaire 3.4.7. »

La prop.3.3.2 entraine que

Proposition 3.5.4. Une probabilité de transition de E dans F, (N (t,dx), t € E), est
la loi conditionnelle de X sachant que T =t ssi, pour toute f € FT et toute g € £ET,

E[g(T = [g@t)Nf(t)dur(t) ot pr = loi deT (3.12)
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La loi conditionnelle de X sachant que 7' = ¢ est unique au sens suivant. Si N (¢, dx)
et N'(t,dz) vérifient (3.11), on a, pour tout A € F, N(T,A) = N'(T,A) ps. ie.
N(t,A) = N'(t,A) pur p.p.

La formule (3.12) montre que si on connait la loi de 7" et la loi conditionnelle de X
sachant que T = t, on peut reconstituer la loi du couple (X, T). Plus précisément,

Proposition 3.5.5. Soient T, X des v.a. d valeurs (E,E) et (F,F), ur la loi de T,
N(t,dzx) la loi conditionnelle de X sachant que T' = t. On a , pour toute h € (£ ®
.7'—)+ U(EQF)y,

E[h(T, X)] = / [ / W(t, z) N(t,do)] dpr (1).

Preuve:

Soient 1y (C) = P((T, X) € O) et pa(C) = [[[ Lyey(t, 2)N(t, da)] dpr(t). p et pg
sont deux probabilités sur (E x F,E @ F) (u1 est la loi de (T, X)). On a E[h(T, X)] =
[ h(t,z)dpi(t,z) et [[[ h(t,x)N(t,dz)]dur(t) = [ h(t,z)dus(t,z). Vu la prop.3.5.4,
p1(A x B) = pua(A x B) pour tout A € € et B € F et donc ( prop.1.2.3) 1 = po et le
résultat cherché

Les problemes classiques de conditionnement se traitent grace a

Proposition 3.5.6. Soient T, X des v.a. a valeurs (E,E) et (F,F), o, 3 des mesures
o-finies sur (E,E) e (F F). On suppose que (T, X) a une densité h(t,x) par rapport
aa®pB. On pose ¢p(t) = [ h(t,z)dB(z) et

h(t,
h(z/t) = q(b( :;) sip(t) #0, h(xz/t) = densité arbitraire si ¢(t) =
Alors N(t,dx) = h(z/t) dB(x) est la loi conditionnelle de X sachant que T =t.
Preuve:
Notons d’abord que d) est la densité de T par rapport a a. Soit B = {t, ¢(¢t) = 0}. On
a [g.ph(t,x)da(t) = [z t)y=0et h(t,z) =0sur Bx F a® 3 p.p. On

en déduit que h(t, x) (;5( )h (x/t) « ®ﬂ p.p. Soient f € Ft et g€ £, on a
Elg(T)f(X)] = /g(t)f(x)h(t,l“) do(t)dB(z) = /g(t)f(ff)cf)(t)h(fﬂ/t) do(t)dp(x)
= [ 901 s@hia/ ds@)o date

et N(t,dx) = h(xz/t) df(z) par la prop.3.5.4 «

La fonction h(z/t) s’appelle la densité conditionnelle de X sachant que 7' = ¢. On a
donc

densité de (7', X)
densité de T’

h(z/t) =

ou, de facon heuristique,

P(T e dt, X € dx)

h(z/t)de =P(X € dz|T € dt) = BT € )
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Ceci permet de calculer des espérances conditionnelles puisque, si ' = R, E(X|T =
= [an(t,dz). On a donc dans ce cas

J xh(t, ) dB(x)
[ h(t,z)dB(z)

E(X|T =t) = (3.13)

3.6. Annexe

3.6.1. Un exemple

Soient X et Y des v.a. positives, indépendantes, de méme loi de densité e~ par rapport
a Ay mesure de lebesgue sur RT. Soient T'= X +Y et U = max(X,Y). On veut calculer
les lois conditionnelles de X sachant que T' =t et de X sachant que U = w.

(i) Il est facile de calculer la densité de (7', X) par rapport a Ay ® Ay. On a, pour g > 0

arbitraire,
00 00 o] t
:/ / g(z + y, 2)e” @) dudy :/ / g(t,z)e " dtdx
o Jo 0o Jo

t (T,X) a pour densité h(t,z) = e 'ljgcyeyy. Alors la densité de T est ¢(t) =
[ h(t,z)dz =te™". On a donc

haft) = ") = Lo o)

La loi conditionnelle de X sachant que T = ¢ est donc la loi uniforme sur |0,¢[. On a
en particulier E(X|T) = £ p.s.

(ii) Si on conditionne par U, la situation est plus délicate. En effet P(X = U) = 1 et
le couple (U, X) n’a pas de densité par rapport a une mesure produit. Il faut utiliser la
formule générale (3.12). Calculons d’abord la loide U. OnaP(U < u) =P(X <wu, Y <
u) = P(X <uw)PY <u) = (1—e¥)? dot U a pour densité ¢(u) = 2e~%(1 — e ).
Pour f, g positives, on a

E(gU)f(X)) = E@U)f(X)lix<yy) +E@U)f(X)1x>vy)
= E(g(Y)f(X)Lix<yy) +E(@(X)f(X)1{x>yy)

9(W) f (@)L pzyye” ") dady

8
0\8

| 9@ f@)L ey dady
0

|
|
- /0°°9<y X / fe)e ™ dedy + /oog<x>f<x>e-x<1—e-x>d:c
| ot
|

RQ

RO / fla)e~* delo(uydu+ [ gtu)g o) du

Q

"y [m /0 Fla)e i+ & F ()] o(u)du
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donc la loi conditionnelle de X sachant que U = u est

1 — 1
7(3—“)(3 1{]0@[} (x)dz + §5u(d$)

N(u,dx) = 31—

ou J, est la mesure de Dirac du point u et on a

E(X|U) =

1 v U 1+4U-(1+20)Y b
) Jo -

- T et L
di—o Uy fy T T3 2(1—e V)

3.6.2. Le cas gaussien

On considere des v.a. T et X a valeurs R” et R? et on suppose que le couple (7, X) est
gaussien de matrice de covariance

K(T) > . (3.14)

K(T’X):< Y1 K(X)

On suppose que 1" est non dégénérée i.e. que det(K(T)) # 0. On s’intéresse a la loi
conditionnelle de X sachant que T = t. On pose T = T — E(T), X = X — E(X).
On a donc K(T) = E(TT"), K(X) = E(XX'), 12 = E(TX"), 891 = E(XT') = %},.
On cherche a écrire X sous la forme X = AT + Z avec T et Z indépendantes ce
qui revient a chercher une matrice A telle que X — AT et T soient indépendantes. Le
couple (X — AT, T) étant gaussien comme fonction linéaire de (T, X), X — AT et T
sont indépendantes (th.2.7.14) ssi, pour tous ¢, j, Cov((X — AT');,T;) = 0 ce qui s’écrit
E((X — AT)T") = 0 soit encore ¥y, — AK(T) = 0.

On a donc, pour A = Yot K HT), X = AT + Z avec T et Z = X — AT indépendantes.
Evidemment la v.a. Z est gaussienne avec E(Z) = E(X) — AE(T) et K(Z) = E((X —
AT)(X — AT)) = K(X) — 291 K~ 1(T)%15. On en déduit, (cor.3.5.3), que la loi condi-
tionnelle de X sachant que T' = ¢ est la loi de At + Z. On a établi:

Proposition 3.6.1. Soit (T, X) un vecteur gaussien de matrice de covariance donnée
par (3.14) avec det(K(T)) # 0. La loi conditionnelle de X sachant que T =t est une
loi gaussienne de moyenne E(X) + o1 K~ HT)(t — E(T)) et de matrice de covariance
K(X) — Yo K~ YT)%12. En particulier

E(X|T) =E(X) + S K1 (T)(T — E(T)) p.s.
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Chapitre 4

Martingales

4.1. Processus aléatoires

4.1.1. Généralités

Définition 4.1.1. Soit (0, F,P) un espace de probabilité. On appelle processus aléatoire
a valeurs (E,E) un terme X = (Q,F, (Xpn)n>0,P) ot pour tout n, X,, est une v.a. a
valeurs (E,E).

L’application n — X,,(w) s’appelle la trajectoire associée a la réalisation w.

Posons FJ = o(Xg, X1,...,X,). On sait (prop.3.3.1) qu’alors une v.a.r. Z est Fo-
mesurable ssi Z = ¢(Xo, X1,...,Xy) avec ¢ € £ . En particulier un événement A
appartient & F0 ssi

A=Aw, ¢(Xo(w), X1(w),..., Xp(w)) =1}

avec ¢ € £. Les événements de FC sont donc les événements dont on sait s’ils ont eu
lieu ou non si on connait les valeurs prises par Xy, X1,...,X,. Cependant, dans de
nombreux cas, ce qu’on connalt a l'instant n ne se résume pas aux seules valeurs de
Xo,X1,...,Xn, on peut trés bien connaitre les valeurs prises par d’autres processus
jusqu’a l'instant n. C’est pourquoi on introduit,

Définition 4.1.2. On appelle espace de probabilité filtré un terme (Q, F,, F,P) ou
(Q, F,P) est un espace de probabilité et ou F, est une famille croissante de sous-tribus
de F.

La tribu F,, s’appelle la tribu des événements antérieurs a n.

Définition 4.1.3. On appelle processus aléatoire adapté a valeurs (E,E) un terme
X = (O, F, Fn,(Xn)n>0,P) ou (2, F,, F,P) est un espace de probabilité filtré et ou,
pour tout n, X, est une v.a. F,-mesurable a valeurs (E,E).

Un processus au sens de la def.4.1.1 est un processus adapté au sens de la def.4.1.3 si
on choisit F, = FY = o(Xg, X1,..., Xp).
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Un exemple important de processus aléatoire est le suivant. On considere une suite
(Yo)n>1 de v.a.
réelles indépendantes et de méme loi v. Pour n > 0, on pose

XO = 07 Xn+l = Xn + Yn+1

Ce processus s’appelle marche aléatoire de loi v.

4.1.2. Temps d’arrét
Soient (2, F,, F,P) un espace de probabilité filtré et Foo = o(F,, n > 0).
Définition 4.1.4. Soit T une application de Q dans N

(1) On dit que T est un temps d’arrét (de la filtration F, ) si pour tout entier n > 0,
{T <n}ekF,.

(ii) On appelle tribu des événements antérieurs a T et on note Fr la tribu
Fr ={A € Fu, pour tout n >0, AN{T <n} e Fp,}.
Remarque 1. On vérifie immédiatement que Fp est une tribu et que, si T" est constant
et égal a n alors T est un temps d’arrét et Fp = F,,.
Remarque 2. Vu les formules
{T'<n}=Up_o{T =k}, {T=n}={T<n}\{T'<n-1}

on peut remplacer dans (i) et (ii) {T' < n} et AN{T < n} par {T' =n} et AN{T =n}.

On note 7 I'ensemble des temps d’arrét de la filtration F,,. On a les propriétés suivantes,
Proposition 4.1.5. Soit 11,15 € T alors:

(i) Ty + Tz, Th NT; sont dans T,

(i) si: Th < T3, alors Fr, C Fry.

Preuve:

(i) D'une part {T1 + T = n} = U_o{Th1 = k} N {12 = n — k} € F,. D’autre part
{Mi ANTy=n}={T1 =n}n{Ta >n}U{Th >n}N{ly =n} € F,.

(ii) Soit A € Fr,. Ona AN{Ty =n} = U_AN{Th =k} N {I» = n} € F, et donc
AceFr,

Soit X un processus adapté, on veut définir la position du processus a l'instant 1T
i.e. Xp(y(w). I y a un probleme lorsque T'(w) = +o0o. On se donne une v.a. X,
Fso-mesurable et on pose

Xr =X, sur {T =n} neN.
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Proposition 4.1.6. Soit T' un temps d’arrét . Les v.a. T et Xp sont Fp-mesurables.

Preuve:
Pour T, ceci résulte de la définition. Pour X7, on a {Xp € A} N{T =n} = {X,, €
AYyN{T =n} e F,

Exemples de temps d’arrét

Soit X un processus aléatoire adapté, a valeurs dans (F,E).

Définition 4.1.7. Pour A € £, on définit (avec la convention inf ) = 4+00):
e Le temps d’entrée du processus dans A soit T4 = inf(n >0, X,, € A)
e Le temps de retour du processus dans A soit S4 = inf(n > 1, X,, € A)

e Les temps de retour successifs du processus dans A soit 5’91 =0, puis pour k > 0,
SEHL = inf(n > Sk, X, € A).

e Le nombre de visites du processus a A soit Na =302 Ly 0 Xy

Proposition 4.1.8. Ty, Sa, S sont des temps d’arrét et

Na=1gay 0 Xo+ D Lisyeto):

n=1

Preuve:

On peut écrire {Ty =n} ={Xo ¢ A, X1 ¢ A,...,. X1 ¢ A X, € A} € F,. On
montre de méme que Sy = Six est un temps d’arrét puis, par récurrence, on obtient le
meme résultat pour S”} en écrivant:

(S5 =Pt =UDH(SE =) Xisn £ A, Xp 1 £ 4, X, € 4}

4.1.3. Identité de Wald

Lorsque T est un temps d’arrét p.s. fini et X un processus adapté, on peut définir
sans probléeme la variable aléatoire X7. Il se peut trés bien que tous les X, soient
intégrables (et méme que sup,, E(]X,|) < oo) sans que Xp le soit. Par exemple, sur
2 = N* on considere la filtration F,, = o({1},{2},...,{n},[n +1,...00]), le processus
adapté X, défini par X,,(i) = nly,;(i) et le temps d’arrét fini 7'(7) = 4. On a alors
X7(i) = i. Si 'on choisit la probabilité P telle que P(n) = ¢/n? on a E(Xr) = oo
alors que E(X,,) = ¢/n. Bien str, une telle situation ne peut se produire s'il existe une
variable aléatoire intégrable U telle que |X,,| < U puisqu’alors |X7| < U. Le résultat
suivant fournit cependant une formule tres utile dans le cas particulier d’un temps
d’arrét intégrable associé a une marche aléatoire.

Proposition 4.1.9. Soient (Y,,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes, intégrables et
de méme loi. On pose Xg=0¢et X, =Y1+Yo+...4+Y, pourn>1. 5T et un temps
d’arrét intégrable, alors X est intégrable et BE(Xp) = E(Y1)E(T).
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1V .2. Définitions et premieres propriétés Chapitre IV. Martingales

Preuve:

Puisque T est intégrable, P(T < 4+00) = 1. De plus, on peut supposer que les Y;, sont
des variables aléatoires positives, il suffira dans le cas général d’appliquer le résultat
obtenu aux suites Y,/ et ¥,. On a alors:

T
Xr = ZY :ZYn+1]]-{T2n+l}
n=1

n>0
E(Xr) = Y EVniilireniy) =Y EEVnilirsniylFn)

n>0 n>0

= Y Ersn BVl 7)) = EY1) Y E(Lirsni1y)
n>0 n>0

— E()E(T)

la troisiéme ligne ci dessus étant obtenue en utilisant le fait que {T' > n + 1} € F,, et
que la variable aléatoire Y, ;1 est indépendante de F,, u

4.2. Définitions et premieres propriétés
Soit (2, F,, F,P) un espace de probabilité filtré.

Définition 4.2.1. Un processus réel adapté X, est une martingale (resp. une sur-
martingale, resp. une sous-martingale) si, pour tout n, X, est intégrable et

E(Xpt1|Fn) = Xpn p.s. (resp. <, resp. >)

Donc si X, est une surmartingale, — X, est une sous-martingale et réciproquement; X,
est une martingale ssi X, est a la fois une surmartingale et une sous-martingale.

Z. La notion de martingale est relative a une filtration F,, et il serait plus correct de
parler de F,,-martingale; ce que l'on fera s’il y a la moindre ambiguité. Si aucune filtra-
tion n’est précisée, on dit qu'un processus réel X = (2, F, X,,,P) est une martingale si
c’est une FO-martingale ott FO = (X, ..., X,).

L’application N 3 n — E(X,,) est:
e constante, si X, est une martingale,
e décroissante, si X,, est une surmartingale,
e croissante, si X, est une sous-martingale.

Soit X, est une surmartingale, on a pour n > m,
E(X,|Fm) = BE(E(Xy | Fre1)|Fm) < E(Xp—1|Fm) -+ SE(Xpt1|Fm) < X DS
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Il en résulte qu'un processus intégrable X,, est une surmartingale ssi

pour tous n > m, pour tout A € F,,, / X, dP < / X dP. (4.1)
A A

Proposition 4.2.2. Soient X,, une martingale (resp. une sous-martingale) et f : R —
R conveze (resp. convexe croissante). On suppose f(X,,) intégrable. Alors f(X,) est
une sous-martingale.

Preuve:

D’aprés l'inégalité de Jensen, E(f(X,41)|Fn) > f(E(Xpti1|Fn)) = f(Xn) ps. si X,
est une martingale et f(E(X,+1|F,) > f(Xy) p-s. si f est croissante et X,, une sous
martingale puisque, dans ce cas, E(X,,11|F,) > X, p-s. u

Ceci implique que, si X,, est une martingale, |X,|P, p > 1, est une sous-martingale

si X, € L? et que, si X,, est une sous-martingale positive, X5, p > 1, est une sous-
martingale si X,, € L.

Définition 4.2.3. Soit 1 < p < 0o. On dit que le processus X, est borné dans LP, si
sup,, E(| X, |?) < co.

Z. S’il existe U € LP avec |X,| < U, alors la suite X,, est bornée dans LP, mais ces
deux propriétés ne sont pas du tout équivalentes! (voir par contre (4.4.2)).

Lemme 4.2.4. Une sous-martingale (resp. une surmartingale) est bornée dans L1 ssi
sup,, E(X;F) < 400, (resp. sup,, E(X,,) < +0).

Preuve:
Soit X, une sous-martingale, E(X,,) > E(Xj) et E|X,,| = 2E(X;")—E(X,,) < 2E(X;")—
E(Xo) u

Exemples

e Soit X € L'. On pose X,, = E(X|F,). On a
E(Xp+1]Fn) = E(E(X|Fnt1)|Fn) = E(X|F,) = X, pes.

et X,, est une martingale.

e Soit Yy,Y1,...,Y,,... une suite de v.a.r intégrables adaptées. On suppose que, pour
tout n > 1, E(Y,|Fn-1) = 0 (vesp. E(Y,|Fn-1) < 0, resp. E(Y,|F,—1) > 0), alors
Xn = > p_o Y est une martingale (resp. une surmartingale, resp. une sous-martingale).
(Vérification immédiate).

Réciproquement si X,, est une martingale (resp. une surmartingale, resp. une sous-
martingale), posant Yy = Xg et, pour n > 1, Y, = X, — X,,_j,ona X, = > V%
avec pour tout n > 1, E(Y,|F,—1) = 0 (resp. E(Y,|Fn—1) <0, resp. E(Y,,|F—1) > 0).
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e Soit Yi,...,Y,,... une suite de v.a.r. indépendantes intégrables, avec E(Y},) = pp.
On pose my, = > p_q f puis:

So=0, Fo={Q,0}etpourn>1, S, =Y1+...+Y,, F,=01,...,Y,),

La variable aléatoire Y,, est indépendante de F,_1 et donc E(f(Y,)|Fn-1) = E(f(Yn))
pour toute fonction f telle que f(Y;,) soit intégrable. On en déduit que:

1. Z, = S, —my, est une martingale. En effet Z, — Z,,_1 =Y}, — p,, et donc E((Z,, —
Zn—l)‘fn—l) = E(Yn) — Un = 0.

2. Si la suite Y;, est de carré sommable, on pose 02 = Var(Yy) et vZ = Y }_, 0.
Alors X, = Z2 — v2 est une martingale. En effet:

Xn - Xn—l = 2Zn—l(Yn - Nn) + (Yn - MH)Q - 0'121

E((Xy — Xn-1)[Fn1) = 2Zp 1E((Ye — pn)|Fn1) + E((Yn — Nn)2|-7:n—l) - ‘71%
27 AE(Yy, — i) + B((Yy — pin)?) =02 =0

On verra plus loin que cette propriété correspond a la décomposition de Doob de
la sous-martingale Z2.

e On se place comme ci dessus dans le cas de variables aléatoires indépendantes mais
on suppose de plus qu’elles suivent toutes une loi normale, centrée, réduite. On pose
Xo =1 puis, pour n > 1, X,, = exp(S, —n/2). Alors X,, est une martingale (positive)
puisque:

E(X,|Fno1) = E(Xp—1exp(Yy, — 1/2)|Fp—1) = Xp—1E(exp(Y,, — 1/2)) = X,

Cette martingale, souvent appelée “martingale exponentielle”, est tres utilisée en calcul
stochastique, mais elle est aussi a la base de nombreux contre-exemples. En effet, d’apres
la loi forte des grands nombres, la suite S, /n converge p.s. vers 0 et donc X, =
exp(n(Sy/n — 1/2)) converge aussi p.s. vers 0 alors que son espérance est constante,
égale & 1. On n’a donc pas convergence dans L', bien que cette martingale soit bornée
dans L'.

Décomposition de Doob d’une sous-martingale

On dit qu'un processus A,, est un processus croissant prévisible si Ao =0, A, < A, 11
et si Apy1 est Fp-mesurable. On note A, = lim T A,.

Proposition 4.2.5. Toute sous-martingale X,, s’écrit, de fagon unique, sous la forme
X, = M, + A, avec M, martingale et A, processus croissant prévisible.

Preuve:

On définit Ag =0, A1 = Ay + E(Xy11 — Xy|Fn), alors, par construction, A,, est un
processus croissant prévisible intégrable et M,, = X,, — A,, vérifie E(M,, 11 — M, |F,) =0
(puisque A, 11 est F,, mesurable). L’écriture est unique car si X,, = M,,+A,, = M} + A},
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onaAyg=Ay=0et A}, — A, = Xpy1 — Xy — (M}, 1 — M},) d’otl1, en conditionnant

par F,, A;1+1 — A, = E(Xpp1 — Xp|Fp) = App1 — Ay ot A = A, puis M, = M, «

Martingales arrétées

Si X,, est un processus et 7" un temps d’arrét, on définit le processus arrété X7 par

X,Ef = X, a7. On a alors

Proposition 4.2.6. Soient X, une surmartingale (resp. martingale) et T un temps
d’arrét, alors XT' est une surmartingale (resp. martingale).

Preuve:
On a | Xpuar| < | Xo|+...+|X,| done XT est intégrable. On a alors, vu que {T' > n} =
{T <n}¢eF,,

n

E(X) 11 Fn) = E(Xgpar|Fn) = ZE(Xk]]-{T:k}|-7'—n) + E(Xn+1lipsny | Fn)

k=0
= Xielireiy + Loy B(Xn 1| Fn) < Xilirepy + Lipony X = Xoar = XL
k=0 k=0

4.3. Etude sur un intervalle de temps fini

Soit X, une martingale. On a pour tout n, E(X,) = E(Xy). La question est de savoir si
on a encore E(X7) = E(X() pour T temps d’arrét. La réponse est en général négative
mais cette propriété est cependant exacte pour des temps d’arrét a valeurs dans un
intervalle borné de N.

Le théoréme d’arrét borné

Définition 4.3.1. Un temps d’arrét T est dit borné s’il existe M € R tel que, pour
presque tout w € Q, on ait T(w) < M.

Théoréme 4.3.2. Soient X,, une surmartingale (resp. martingale) et Ty < Ty deux
temps d’arrét bornés, alors X, et Xp, sont intégrables et:

E(X1,| Fry) < X7, p.s. (resp. =). (4.2)

Preuve:
On suppose 0 < Ty <Th <m €N. On a [X7,| < | Xo| + ...+ |X;n| € Lt pouri = 1,2.
Soit alors A € Fr,, vu la prop.4.2.6,

/ Xp, dP = Z/ Xpyam dP < Z/ Xpap dP = / Xp, dP
A k=0 Aﬂ{lek} k=0 Aﬂ{lek} A
puisque AN{T} =k} € Fi n

81



1V.3. Etude sur un intervalle de temps fini Chapitre IV. Martingales

Si X, est une surmartingale et 7" un temps d’arrét tel que P(7T" < +o00) = 1 mais pas
borné (bien comprendre la différence), on sait que, pour tout n, E(X7a,) < E(Xp)
(puisque X7a, est une surmartingale). Alors, T étant p.s. fini, Xpp, —p X7 p.s. et
tout le probleme est de savoir si E(X7a,) — E(X7). Ce n’est pas toujours vrai mais
on a:

Corollaire 4.3.3. Soient X,, une surmartingale (resp. martingale) et T un temps
d’arrét. On suppose P(T < +o00) = 1, E[X7| < +oo et BE(X,1ipspy) —n 0. Alors
E(Xr) < E(Xo) (resp. =).

Preuve:

On a E(XT/\H) < E(Xo) et E(XT/\n) = E(XT]]-{TSn}) + E(Xn]]-{T>n}) Vu que P(T <
—I—OO) =1, XTJ]-{TSn} — X7 p.s. et ’XT]]-{TSn}| < |XT| e L' d’'ou E(XT]]-{TSn}) —n
E(X7). Donc, vu la derniere hypothese, E(X7) = lim, E(X7an) < E(Xo) »

Inégalités maximales
On appelle inégalités maximales des inégalités relatives & sup,, X, ou sup,, | Xy|.
Proposition 4.3.4. Pour un processus Xy, on pose X}, = supg<j<, Xk-
1. Soit X, une surmartingale. On a, pour tout a > 0 et tout n,
aP(X} > a) <E(Xy) — / X, dP <E(Xjp) +E(X,,)
(X3 <a)
2. Soit X,, une sous-martingale. On a, pour tout a > 0 et tout n,
aP(X} > a) < / X, dP <E(X,)
(X} >a)

Preuve:
Soit T' = inf(k > 0, X > a) A n. Le temps d’arrét T est borné par n et de plus on a
les inclusions (X' <a) C (T'=n) et (X} >a) C (X7 > a). On en déduit
E(Xr) = / X7 dP —|—/ Xp dP > aP(X) > a) +/ X, dP
(X>a) (Xj<a) (Xj<a)
D’apres le théoreme d’arrét borné,
e lorsque X est une surmartingale on a E(X() > E(X7) et donc:

E(Xo) > aP(X] > a) —l—/ X, dP
(Xj<a)
e lorsque X est une sous martingale on a E(X,) > E(Xr) et donc:
E(X,) > aP(X] > a) —l—/ X, dP
(Xj<a)
Ceci fournit les premiers membres des inégalités ci dessus. Pour obtenir le second mem-

bre dans chaque inégalité, il suffit de constater que pour toute variable aléatoire intégrable
X et tout A € F on a:

—IE(X‘)g—/X‘d]P’g/XdPg/X+d]P’§IE(X+)
A A A
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4.4. Martingales dans L?

Nous commencons par étudier la structure des martingales dans L2.

Proposition 4.4.1. Soit X,, une martingale dans L?. On pose Ay = Xy et pourn > 1,
A, =X, —X,_1. Alors X;, = Ag+ A1 +...+ A, et les variables aléatoires Ay, k >0
forment un systéme orthogonal dans L?.

Preuve:
Soit m > n. On a E(A,,|F,) =0, d’ot:

E(AnA,) = E(EARLALF)) = E(AEALFL)) =0

On peut remarquer que, pour n > 1, on a E(A,) = 0. De plus le théoreme de Pythagore
permet d’affirmer que E(X2) = >°}_ E(A2). La martingale X,, est donc bornée dans
L? (c’est & dire sup,, E(X?2) < +0o0) si et seulement si la série Y E(A2) est convergente.

Z. Il est faux de dire que les sommes partielles d’un systéme orthogonal centré forment
une martingale (contrairement a un systéme indépendant).

On va maintenant étudier la classe des martingales bornées dans L2. Le résultat suivant
n’est pas vraiment nécessaire pour la suite, mais il explique la différence de comporte-
ment des martingales bornées dans L? ou bien seulement bornées dans L!. En effet,
ce résultat est généralement faux dans L' (voir par exemple le cas de la martingale
exponentielle citée en exemple dans la section précédente).

Proposition 4.4.2. Soit X,, une martingale dans L?. Alors
E(sup [ X,|?) < 4supE(X}).
n n
Par conséquent, si la martingale X,, est bornée dans L?, il existe une v.a. U € L? avec
| X < U pour tout n > 0.

Preuve:

La suite | X,,| est une sous-martingale. Par conséquent, en posant Y;, = maxy<, |Xj| on
a, d’apres la proposition 4.3.4, la majoration aP(Y;, > a) < E(| X, |1y, »q)) pour a > 0.
En intégrant celle-ci sur a €]0, co[, on obtient:

+00 +oo
/ aE(Liy,>ay) da < / E(|Xa|Liy,5a) da
0 0
soit encore, en utilisant le théoréeme de Fubini et I'inégalité de Schwarz:
E(Y))/2 < E(1Xa|Ya) < |1 Xall2/[Yall2

D’ott finalement E(Y;?) < 4E(X2). La suite Y, étant croissante, le théoréme de limite
monotone permet d’obtenir la majoration cherchée puisque sup,, Y,, = sup,, | X,|. Par
conséquent, si X,, est bornée dans L2, on peut choisir U = sup | X,| u

On rappelle un critére de convergence p.s. établi dans le second chapitre (voir 2.5.8).
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Lemme 4.4.3. Une suite X,, de v.a.r. converge p.s. ssi, pour tout € > 0,

lim P (sup | Xptn — Xn| > e> =0
0

n p>

Théoréme 4.4.4. Soit X,, une martingale bornée dans L?. Alors X, converge p.s. et
dans L? vers une variable aléatoire X o telle que X, = E(Xoo|Fn).

Preuve:
D’apres la proposition 4.4.1 on a pour m > n:

E((Xm—Xa)?) =E(( ) AP = > EA)

1l suffit donc d’utiliser la propriété de Cauchy de la suite convergente Y, E(A2) pour
obtenir que X,, est de Cauchy dans L? et donc convergente dans L? vers une variable
aléatoire X . Pour obtenir la convergence p.s. on remarque que pour n fixé, la suite
Zy = X,qp — X, est une martingale de carré sommable, et par conséquent, on peut
appliquer 'inégalité maximale a la sous martingale ZI% soit:

m+n
EP| sup [Xppp— Xl > | SE(Z2) = Y E(A})
Ospsm k=n+1

En faisant tendre m vers 'infini on obtient:

EP | sup [ Xnip — Xn| > €] < > E(A})
p=0 k=n-+1

et il ne reste plus qu’a utiliser le fait que le second membre est le reste d’une série con-
vergente pour avoir la convergence p.s. (nécessairement vers la variable aléatoire X o
obtenue précédemment). Pour obtenir la derniere affirmation on utilise le fait que
la convergence L? implique la convergence L' et que pour tout A € F, et tout k,
J4 X dP = [, X;4p dP. On obtient pour tout k:

/XndP—/XoodP‘ s/ X — Xoo| dP < [ Xk — Xool[1 —hsoo 0
A A A

ce qui montre que X,, = E(Xoo|Fy) u

On peut remarquer que d’apres le théoréme de Lebesgue dans L? (2.6.5), la convergence
p.s. jointe & la proposition 4.4.2 impliquait la convergence dans L2.

Corollaire 4.4.5. Soit X € L2 Alors la martingale X,, = E(X|F,) est bornée dans
L? et sa limite Xoo vérifie Xoo = B(X|Fuso) (et donc X, = E(Xoo|Fn))-
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Preuve:

D’apres l'inégalité de Jensen, on a (E(X|F,))? < E(X?F,) et en prenant I'espérance
E(X2) < E(X?), ce qui prouve que X,, est bornée dans L2. Pour tout A € F,, on a donc
d’aprés le théoreme 4.4.4 D'égalité [, X, dP = [, X dP = [, X dP. Ceci implique
que les deux mesures p(A) = [, X dP et v(A) = [, Xoo dP coincident sur l’algebre
de Boole U, F,, et donc sur la g-algebre engendrée soit F,. La variable aléatoire X
étant Fo, mesurable, on a la propriété demandée

Décomposition de Doob de X2

Définition 4.4.6. Soit X,, une martingale de carré intégrable. On note X2 = M, + A,,
la décomposition de Doob de la sous-martingale X2 fournie par la proposition 4.2.5.

On a alors
An+1 - An = E(X,%+1 - Xg|fn) = E((Xn-i-l - Xn)2|‘7:n) (4-3)

puisque, pour une martingale de L2,

E(X, Xpi1|Fp) = XpE(Xnp1]Fn) = X2 pas.

On pose Ay = lim T, A,. La variable aléatoire A, donne des informations sur le
comportement asymptotique de X,,. D’abord si E(Aw) < 400, on a E(X2) = E(XZ) +
E(4,) dot E(X2) < E(X?) + E(Ax) et X, est bornée dans L? donc (th.4.7.2) X,
converge p.s. et dans L? vers X.o. Plus généralement:

Théoréme 4.4.7. Soit X,, une martingale de carré intégrable. Alors sur l’ensemble
{As < +00}, la suite X,, converge p.s. vers une limite finie.

Preuve:
Pour un entier N > 1, on pose Ty = inf(n > 0, 4,41 > N). T est un temps d’arrét
car {Tn =n} ={A4; <N,..., A4, <N,A,11 >N} € F, et de plus on a Ayary < N,
d’ou:

E(Xarry) = E(X§) + E(Anary) < E(XG) + N
La martingale X, 1, est par conséquent bornée dans L? et il existe donc un ensemble

Qn avec P(Qn) = 1 et tel que pour tout w € Qy, la suite X, 7 () (w) converge vers
une limite finie. On a d’une part P(NyQy) = 1 et d’autre part

{Aoo < +OO} = UN{Aoo < N} :UN{TN = +OO}

On en conclut que X,, converge p.s. sur 'ensemble {A,, < +oo}, car si on choisit
w € (A < +00) N (NNQ2), il existe N tel que Ty (w) = oo. Or, pour cette valeur de
N on a Xpa7y(w)(w) = Xp(w) et de plus w € Q.
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4.5. Martingales dans L'

La question est de savoir ce qui subsiste de la section précédente, lorsque 1’on suppose
seulement que la martingale X,, est bornée dans L!. A priori, seule subsiste la conver-
gence p.s., et si I'on veut obtenir la convergence L' I'on va devoir imposer une propriété
supplémentaire, dite de “régularité”.

Le résultat essentiel est:

Théoréme 4.5.1. Soit X,, une sous-martingale (resp. une surmartingale) bornée dans
L', alors X,, converge p.s. vers une v.a. intégrable X .

La preuve de ce théoréeme va résulter d’une succession de lemmes.

Lemme 4.5.2. Soit X,, une sous-martingale telle qu’il existe une constante K < oo
avec | X, | < K. Alors la suite X,, converge p.s.

Preuve:

Soit X,, = M,, + A, la décomposition de Doob (prop.4.2.5) de X,,. On a E(A4,) =
E(X,) — E(My) = E(X,) — E(Xy) < 2K et donc E(Ay) < 400 d’ott Ay, < 400 p.S.
Comme dans 4.4.7, pour un entier N > 0, on pose Ty = inf(n > 0, A,41 > N); Ty
est un temps d’arrét, Apyan < N d’ol:

La martingale M, 1, est par conséquent bornée dans L? et il existe donc un ensemble
Qn avec P(€2y) = 1 et tel que pour tout w € Qy, la suite M, 7, () (w) converge vers
une limite finie. On a d’une part P(NyQy) = 1 et d’autre part

{Aoo < +OO} = UN{Aoo < N} :UN{TN = +OO}

On en conclut que M,, converge p.s. sur l'ensemble {A,, < +oo}, car si on choisit
w € (As < +00) N (NNQN), il existe N tel que Ty (w) = oo. Or, pour cette valeur de
N on a M7y (w)(w) = My (w) et de plus w € Qn. On en déduit la convergence p.s. de
de X, puisque la suite A,, converge p.s. u

Lemme 4.5.3. Soit X,, une surmartingale positive. Alors X,, converge p.s. vers une
variable aléatoire intégrable.

Preuve:

La suite Y, = e %" est une sous-martingale vérifiant 0 < Y,, < 1 (prop.4.2.2). Vu le
lemme 4.5.2, Y,, converge p.s. et aussi X,, dans R'. Mais E(Xw) = E(liminf X,,) <
liminf E(X,,) <E(Xp) < 400 et Xoo < 400 p.S.

Lemme 4.5.4. Soit X,, une sous-martingale bornée dans L', alors on a X, =Y, — Z,
avec Y, martingale positive et Z, surmartingale positive.
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Preuve:

X,I est une sous-martingale (prop.4.2.2) et donc (prop.4.2.5) X,/ = M, + A,. On
a E(X;F) = E(M,) + E(4,) = E(My) + E(A,) dou E(4,) < E(X,[) + E|M| et
E(Ax) = lim 1 E(4,) < sup, E(X,[) + E|My| < +oo. Soit Y,, = M, + E(Ax|Fn), Yn
est une martingale et Y,, > M,, + E(A,|F,) = M, + A, = X;F > X,, donc Y, > 0 et
Zn =Y, — X, est une surmartingale positive »

Preuve du théoréme 4.5.1:

Supposons que X, soit une sous-martingale bornée dans L. Appliquant le lemme 4.5.4,
on obtient que X,, s’écrit comme la différence d’'une martingale positive et d’une sur-
martingale positive, elle converge donc p.s. puisque chacun des deux termes a une limite
intégrable et donc finie p.s. Si on note X, sa limite on a E|X| = E(liminf | X,,|) <
liminf E|X,| < sup, E|X,| < +00.

Si X,, est une martingale bornée dans L', on a X,, — X, p.s. et Xoo € L' mais on
n’a pas toujours X,, — X, dans L'. Ceci est déja patent dans le cas d’une martingale
exponentielle mais on peut aussi considérer I’exemple suivant: Soient 2 = [0,1], F,, =
o([k27™,(k+1)27"[, k=0,1,...,2" — 1), F = B([0,1]), P = mesure de Lebesgue et
X, = 2"11{[072%[}. Alors X, est une martingale car, pour tout A € F,, fA Xpy1 dP =
J4 X5 dP (il suffit de le vérifier pour A =[0,27"[). On a E(X,,) = E[X,| =1, X;, —» 0
p.s. mais E|X,, — 0| = 1 et X, ne converge pas dans L'.

Martingales régulieres

On étudie le probleme de la convergence des martingales dans L'. Rappelons que, si
X, — Xo dans L', alors, pour tout A € F, [, X, dP —,, [, Xoo dP car

|/XndIP>—/XOOdIP>|§/|Xn—Xoo|d]P’§||Xn—Xoo||1 s 0
A A A

On sait que si X € L, X,, = E(X|F,) est une martingale.

Définition 4.5.5. Une martingale de la forme X, = E(X|F,), X € L', s’appelle une
martingale régulicre.

Théoreme 4.5.6. Soit X,, une martingale. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1. X, est réguliére.
2. X, est uniformément intégrable
3. X, converge dans L' vers Xoo. Dans ce cas on a nécessairement X,, = E(Xoo|Fp)-

Preuve:
e 1. = 2. C’est une conséquence de 3.2.14

e 2. = 3. Toute famille unifomément intégrable est bornée dans L' d’apres 2.6.2. La
martingale X, converge donc p.s. vers X.. Le théoréme 2.6.5 permet d’affirmer que
I'on a aussi convergence dans L'. La derniere affirmation est prouvée ci apres.
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e 3. = 1. Par hypothese on a, pour tout A € F,, et tout k, [, X, dP = [, X4, dP et,
vu que X, —m Xoo dans L1, fA Xptr dP —y fA X dP d’ou fA X, dP = fAXOO dP ce
qui montre que X,, = E(Xoo|Fp) u

Remarque 4.5.7. On considére une martingale réguliére de la forme X, = E(X|F,),
X € L'. Alors le théoréme ci dessus montre que X, converge p.s. et dans L' vers une
v.a. Xoo. En fait on a Xoo = E(X|Foo) 0t Foo = 0(Fpn, n > 0).

Preuve:

Puisque X, est F mesurable, il suffit d’établir que f 4 Xoo dP = f 4 X dP pour tout
ensemble A € F,. Or ceci est vrai lorsque A € F,, puisqu’alors les deux intégrales
valent [ 4 Xpn dP. 11 suffit alors d’utiliser de nouveau I'unicité du prolongement d’une
mesure de 'algebre a la tribu engendrée comme dans la fin de la preuve de 4.4.5.

Théoréme d’arrét

Proposition 4.5.8. Soit X une v.a. intégrable ou positive. Alors p.s.
E(X|Fr)lir=n = E(X|F:)Liz=p}, n € N.

Preuve:

Supposons X > 0. Il est facile de constater que le produit d’une variable aléatoire Fp
mesurable par 17—, est en fait 7, mesurable. Les deux membres de I'égalité & prouver
sont donc F,, mesurables. Pour prouver qu’ils sont égaux, il suffit de prouver qu’ils ont
la méme intégrale sur tout ensemble A € F,,. Or:

/ E(X|F,) dP = / X dP = / E(X|Fr) dP
AN(T=n) AN(T=n) AN(T=n)

la derniere égalité provenant du fait que 'ensemble (A N (T = n)) est en fait Frp
mesurable »

Soient X,, une martingale réguliere et 7' un temps d’arrét. Alors X, := lim,, X,, existe
p.s. et (X")neN est une martingale. La v.a. X est définie sans ambiguité par Xp =

X, sur {T =n}, n € N. On a alors

Théoréme 4.5.9. Soit X, = E(X |F,), X € L', une martingale réguli¢re. Alors
1. si T est un temps d’arrét, X7 = E(X |Fr) p.s. et X7 € L',
2. st Th < Ty sont des temps d’arrét, E(Xg,|Fr,) = X1, p-s.

Preuve:
e D’apres la proposition 4.5.8 X7 = E(X |Fr) p.s. et donc Xp € L.

e On a Fr, C Fr, et donc
Il“--1:(‘XT2|~7'—'111) = ]E(]E(X‘fTQ)LFTl) = E(X|fT1) = XTI p-S. =
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Il est tres facile de constater que ce résultat est faux sans hypotheése de régularité sur
la martingale X,,. Prenons, par exemple, pour X, la marche aléatoire centrée de pas
+1 sur Z et pour T le temps d’entrée dans un point a # 0. Alors P(T' < o0) = 1 et
X7 =a. Il sen suit que E(X7) =a # X =0

4.6. Processus prévisibles et stratégies aux jeux de hasard

Soit (Xp,)n>0 un processus adapté et (C)),>1 un processus prévisible, c’est a dire tel
que C,, est F,_1-mesurable pour tout n > 1.

On suppose de participer a un jeu de hasard; a tout instant n > 1 une partie est jouée,
et X, — X,—1 est notre gain (ou perte, selon le signe) par unité d’enjeu; C,, est la
somme que nous misons dans la partie jouée a I'instant n: la condition de prévisibilité
montre que nous décidons telle somme sur la base de la connaissance des résultats du
jeu jusqu’au temps n— 1 inclu, car nous ne pouvons pas prévoir les résultats de I’énieme
partie (ni des suivantes). (Cy,),>1 est notre stratégie de jeu.

Notre capital apres I’énieme partie résulte donné par:

(CeX)y:=0, (CoX)p:=) Cp(Xp—Xp1), n>1,
k=1

(il n’y a aucune partie a I'instant n = 0).
On a le suivant résultat facile mais fondamental:

Théoréme 4.6.1. Soit (X,,) un processus adapté et (Cp) un processus prévisible tel
que, pour une constante K >0, on a |Cy| < K p.s. pour tout n > 1. Alors

1. si X est une surmartingale est C' > 0 alors C @ X est une surmartingale
2. si X est une martingale alors C @ X est une martingale.

Preuve:

On a
E((C o X)n+1 — (C L4 X)n‘fn) = E(Cn—l—l(Xn-i-l - Xn)’]:n) = Cn-i-lE(Xn-i-l - Xn|‘7:n)7
car Cp41 est Fp-mesurable. On conclut facilement. o

L’interprétation de ce résultat est claire. Si X est une martingale, alors le jeu est
équilibré, car le gain (par unité d’enjeu) attendu de 1’énieme partie E(X,, 11 — X, |F,) =
0 est nul. Si X est une surmartingale, alors le jeu nous est défavorable, car le gain
attendu E(X,,+1 — X,,|F,) < 0 est négatif (ceci est toujours le cas au casino).

Le théoreme nous dit donc que pour n’importe quelle stratégie de jeu, on ne peut pas
battre le croupier, car notre capital moyen E((C'e X),,) décroit a chaque partie ou reste,
dans le meilleur des cas, constant.
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4.7. Martingales positives généralisées

Définition 4.7.1. La définition 4.2.1 a encore un sens si on remplace “X,, intégrable”
par “X,, positive” c’est a dire a valeurs dans R™. On parlera alors de martingale (resp.
surmartingale, resp. sous-martingale) positive généralisée.

Surmartingales positives généralisées

Théoréme 4.7.2. Soit X, une surmartingale positive généralisée, alors
1. X,, converge p.s. (dans KJF) vers une v.a. Xoo et B(Xoo| Fr) < X
2. Si T est un temps d’arrét, E(Xo| Fr) < Xr
3. Pour tous temps d’arrét tels que Ty < Ty, E(X7,| Fr,) < X1y p-s.

Preuve:

le Il suffit de reprendre la preuve du lemme 4.5.3 & I'exception de I'assertion relative a
I'intégrabilité de la limite. D’apres le lemme de Fatou, E(X | F;,) = E(limy, Xp | Fp) <
lim inf, E(X,4p| Fn) < Xy ps.

2e 11 suffit de prouver que pour n € N, on a E(X| Fr) < X7 p.s. sur {T = n}, mais
ceci résulte de la prop.4.5.8 et de I'inégalité ci dessus.

3e Enfin Z,, = X,,o7, est une surmartingale généralisée positive qui converge p.s. vers
Zoo = X1, et donc E(ZOO‘ -7:T1) <Z1,.0r Zp, = X1yam, = X1y 0

Corollaire 4.7.3. Soient X,, une surmartingale positive généralisée et T un temps
d’arrét, alors E(Xr) < E(Xjp).

Martingales positives généralisées

Z. On peut bien siur appliquer les résultats du théoreme (4.7.2) concernant les sur-
martingales positives généralisées aux martingales positives généralisées, mais il faut se
garder de transformer les inégalités en égalités! Par exemple, I'on n’a pas, en général,
légalité E(Xo|Frn) = X, mais seulement E(Xo|F;,) < X, et de méme pour les temps
d’arrét.

Par contre, ces égalités deviennent vraies pour une forme particuliere de martingale
positive généralisée, proche de la notion de martingale réguliere.

Théoréme 4.7.4. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R . La martingale
positive généralisée X, = E(X|F,) converge p.s. vers une variable aléatoire X telle
que Xoo = E(X|Fx) et donc X, = E(Xo|Frn). De plus, si T est un temps d’arrét on
a Uégalité E(X|Fr) = Xp.
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Preuve:
On prouve tout d’abord que X = E(X|Fx).

e Soit A € F,,, d’apres le théoreme 4.7.2, alinéa 1 on a:

/Xood]Pg/XndP:/XdP
A A A

et par conséquent on a fA Xoo dP < fA X dP pour A € U, F,, et donc pour A € Fy, ce
qui prouve que X, < E(X|F,) puisque les deux membres sont F,, mesurables.

e Pour obtenir I'inégalité dans I'autre sens, on remarque que si Z est bornée alors
limE(Z|F,) = E(Z|F) puisque dans ce cas la martingale E(Z|F,,) = est bornée dans
L?. On a donc pour tout p > 1:

Xoo = lIimE(X|F,) > ImE(X Ap|F,) = E(X A p|Fx)
et I'on obtient la majoration souhaitée en faisant tendre p vers I'infini.
e Si T est un temps d’arrét, il suffit de prouver que X, 17—,y = E(X|Fr)Llr—,) pour

n € N ce qui résulte & nouveau de la prop.4.5.8 «

4.8. Annexe: Applications aux chaines de Markov
Il conviendra de lire cette section apres le chapitre 5, dédié aux chaines de Markov.

Les fonctionnelles des chaines de Markov fournissent une grande part des exemples
concrets de martingales et surmartingales. Nous commencons par un exemple de calcul
d’espérance de temps d’entrée.

Exemple

Soit Yi,...,Y,,... une suite de v.a.r. indépendantes telles que, pour tout n, P(Y, =
)=p,P(Y,=-1)=g=1—pavec 0 < p<1. On pose
So=0, Fo={Q0tet pourn>1, S, =Y1+...4Y,, F,=01,...,Y,)
T. =inf(n, S, =¢), c€Z, T=T_4NT, a,be N*
T est le temps de sortie de S, de | — a, b].

(i) On suppose p > ¢ (le cas ¢ > p se traite de la méme fagon).

On a (loi des grands nombres) %” — E(Y1) = p—q > 0 ps.et donc S;, — +o0 p.s.
Vu que S, se déplace de 1, on a, pour tout ¢ > 0, P(T., < +00) = 1 et a fortiori
P(T < +00) = 1. Cependant T n’est pas borné (sauf si a = b= 1). On pose

u(—a) = P(ST = —a) = P(T_a < Tb), u(b) = P(ST = b) = P(Tb < T_a).

On veut calculer u(—a) et u(b). On a évidemment u(—a) + u(b) = 1.
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Soit Z,, = (Q)S", Zy est une martingale car p.s.

p
Fa (5 2 (4 g (4 2 4y g 04 Py
E(C) ) =0) ETE) ) =2ZE(0) ) = Zalp) + 4 ) = Zn.

On a donc E((
E(Zrpn) — E(Zr) et E(Z7)
1=E(Zr) = (£) “u(—a) + (£)’u(b) d'ot

bya _
(Zy -1
Pya _
@)
Remarquons maintenant que S, —n(p — ¢) = > p_;(Yx — E(Y%)) est une martingale.
On a donc E(S7an) = (p — ¢)E(T An). Puisque |Stan| < max(a,b), E(Stan) — E(ST)

et puisque T An T T, E(T An) T E(T), on obtient donc (p — q)E(T) = E(St) =
—au(—a) + bu(b) d’out

(ii) On supposep = g = % On sait que la marche aléatoire 5, est irréductible récurrente.
Ceci implique que, pour tout ¢ € Z, P(T, < +00) = 1 et donc P(T' < 4+00) = 1 mais
évidemment 7" n’est pas borné.

Maintenant S,, est une martingale d’ott E(S7p,) = 0. Mais |S7a,| < max(a,b) et donc
E(S7an) — E(ST) ce qui donne 0 = E(S7) = —au(—a) + bu(+b) d’ou l'on tire

Pour terminer calculons E(T"). On a
B (S 41— Sn) = BT (V11290 + Yay1)) = SuE(Yni) + E(Y21) = 1 ps.

ce qui montre que la décomposition de Doob de la sous-martingale S2 est S2 = M,, +n
ou, plus simplement, que M, = S? — n est une martingale. On a donc IE(S% ) =
E(T An). Vu que 52, < max(a?,b?), E(SZ,,) — E(S2) et, par convergence monotone,

E(T An) 1 E(T) dot E(T) = E(S2) = a*u(—a) + b*u(b) et E(T) = ab.

Compléments de théorie du potentiel

Le résultat suivant montre les liens entre martingales et chaines de Markov.

Proposition 4.8.1. On rappelle qu’une fonction f définie sur E et a valeurs dans
[0,400] est dite surharmonique (resp. harmonique) si Qf < f (resp =). Soit f €
EY surharmonique (resp. harmonique). Alors Y, = f(X,) est, pour toute loi P,, une
surmartingale (resp. une martingale) généralisée positive.
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Preuve:
Soit par exemple f € €T harmonique. On a alors E,,(Y,11]|F,) = Qf(X,) = f(X,,) =
Y., P, ps. u

Proposition 4.8.2. Soit X une chaine de Markov irréductible. Si X est récurrente
alors toute fonction excessive est constante.

Preuve:

Soit f une fonction excessive. Alors f(X,,) est, pour toute loi P,, une surmartingale
positive généralisée et pour tous z,y € E, P,(T, < oco) = 1. D’apres le cor.4.7.3, pour
tous 7,y € E, f(z) = E.(f(Xo)) > Eu(f(X7,)) = f(y) d’ott, z,y étant arbitraires,
f(x) = f(y). (Ce résultat avait déja été obtenu en 5.9.2)

Définition 4.8.3. Soit B C E. On pose:
7TB(33) = Px(TB < OO), hB(ﬂj) = PI(NB = OO)

Proposition 4.8.4. La fonction g est sur-harmonique, la suite (décroissante) Q" mp(x)
converge vers la fonction harmonique hp(z). De plus pour tout x € E, la P, surmartin-
gale T5(Xy) et la P, martingale hp(X,) convergent Py p.s. vers Lin, ooy

Preuve:

On pose TE = inf{n > k ; X,, € B}, alors ]l{Tg@o} = Lipy<o0} © O et

Qtmp(a) = Eulmp o Xy) = By (Px (T < o))
= E; (Ex(]]-{TB<oo} o 9k|~7:k)) =P, (T} < o)
< mp(x)
Ceci prouve que 7g est sur-harmonique et que
lim | Qnﬂ'B(m) =lim | ]P)SC(TE < OO) = Pz(mn(Tg < OO)) = hB(m)
n n
car les T3 forment une suite croissante. On en déduit immédiatement que hp est
harmonique puisque Qhp = Q(lim, | Q"np) = lim, | Q""lrp = hp. La suite
mp(X,,) est une surmartingale positive et hp(X,) est une martingale positive, elles

convergent donc P, p.s. et ces suites étant bornées, elles convergent dans L'. Or on a:
Linp=cc} ©0n = Liny—ocy et donc

hB(Xn) = EXn(]l{NB:oo}) = Ew(]l{NB:oo} © 9n|~7:n) = Ex(]l{Ngzoo}|~7:n)

Le théoréme (4.7.4) implique que hp(X,;,) converge P p.s. vers Y = Ly, ). Si Z est
la limite de wp(X,) on a bien str Z > Y et le théoréme de Lebesgue implique que

Ey(Z) =lmE,(mp(X,)) =lim Q"np(x) = hp(x) = E.(Y)
et donc Z =Y, P, p.s.a

Cette proposition a d’importantes conséquences et permet de retrouver une bonne
partie des résultats obtenus dans la classification des états d’une chaine de Markov.
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Proposition 4.8.5. Soit x € E. Alors P,(N, = o0) ne prend que les valeurs 0 ou 1.

Preuve:

La proposition 4.8.4 implique que la suite hy (X, )1y, —o0y converge P p.s. vers 1y, —oy-
Mais cette suite est égale a h,(x) pour une infinité de valeurs de n et donc h,(x) =
LiN,=oc}s Pz p-s. On en déduit que si hy(z) > 0 alors hy(7) = 1.Ce résultat avait déja
été obtenu dans le théoreme 5.5.4. u

Proposition 4.8.6. Soit x et y € E avec P,(N, = oo) = 1. Alors pour tout point
z € E il n’y a que deux cas possibles:

o Py (T, < o0) =Py(N, =00) =P,(N, =00) =1.
o Py (T, < o0) =Py(N, =00) =P,(N, =00) =0.

Preuve:

La proposition 4.8.4 implique que les suites h.(X,,) et m,(X,,) convergent P, p.s. vers
1 {N.=o0c}- Mais, P; p.s., pour une infinité de valeurs de n, la premiére suite est égale a
h.(y) et la seconde a m,(y) et donc Py (T, < c0) =Py (N, = o) = Ly, —ocy Pz D.s.

Corollaire 4.8.7. Si P,(N; = 00) = 1, alors pour tout z tel que P(T, < 00) > 0 on
a Py (T, < ) =P,(N, = o0) =1. (Autrement dit, si x est récurrent et x — z alors
P,(N, = o00) =1 et z est récurrent d’apreés le principe du mazimum.)

Preuve:
Il suffit de prendre z = y dans la proposition précédente. Ce résultat avait déja été
obtenu en 5.5.12. 4

Proposition 4.8.8. Soient A et B contenus dans E et § > 0 tels que pour tout x € A,
P, (Tp < 4+00) > 6. Alors, pour tout x € E, (Ngy = 00) C (Np = 0), Py p.s.

Preuve:
Soit R =inf{n > T4 ; X, € B}, alors R > Tpetsur (Iy < oo)ona R=Ta+Tpobr,.
Par application de Markov fort on obtient:

Po(R < 00) = Po((Ta < 00)N05 (T < 00)) = Eo(Lir, <o Exy, (T < 00))) > 0Po(Ts

En appliquant la proposition 4.8.4 et le fait que P,(Tp < o0) > P, (R < o0) on obtient
que Ly, —o} > 61l¢n,—o) Pz p.s. d’ott le résultat.
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Chapitre 5

Chaines de Markov

5.1. Processus canoniques

Soit X = (Q, F, (X, )n>0,P) un processus aléatoire a valeurs (E, £). On note p,, la loi de

(X0, X1, .., Xp). Clest une probabilité sur (E"1, £2(+1))_Si on note 7,4 1., la projec-
tion canonique de E"*! sur E™ i.e. I'appliquation (zo,...,Zn_1,Zn) — (20, .., Zn_1),
on a

7Tn+1,n(Nn) = Hn—1-

En vertu de la prop.1.2.3, ceci est équivalent a, pour tout Ay € &£,
,un_l(Ao X A1 X ... X An—l) = Mn(AO X A1 X ... X An—l X E) (51)

Les probabilités (un)n>0 s’appellent les répartitions finies du processus X.

Réciproquement, si on se donne des probabilités p,, sur (E"+1, 20+ vérifiant (5.1),
se pose la question de savoir s’il existe un processus ayant pour répartitions finies les
tn. On introduit 'espace canonique,

Q= EN, w = (Wn)n>0, Xnw) =wp, Fp=0(Xg, k<n), F=0(Xy, k>0). (5.2)

Soit A€ F,, Aestdelaforme A=Bx E...x Ex...avec B e %"t On définit
alors une probabilité P, sur (2, F,) en posant,

puis une fonction d’ensembles sur U, F,, par
P(A) =P,(A) si A € F,.

11 s’agit de prolonger P en une probabilité sur o(U,F,,). Remarquons que U,F, étant
stable par intersection finie, ce prolongement sera unique (prop.1.2.3). L’existence de
ce prolongement a été montrée par Kolmogorov et on a:
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Théoréme 5.1.1. Soit (11, )n>0 une famille de probabilités sur (E™H1, 2+ vérifiant
(5.1). 1l existe une unique probabilité P sur l’espace canonique (2, F) défini par (5.2)
telle (0, F, (Xn)n>0,P) soit un processus de répartitions finies (fin)n>0-

Exemple 1. Soient vy, . .., V, ... une suite de probabilités sur (¥, £). On veut construire
un modele pour une suite de v.a. indépendantes de lois vg, ..., vy, ... On définit u,
sur (E”+1,E®(”+1)) par i, = 1y ® ... v, et on applique le th.5.1.1. On obtient une
probabilité P sur (2, F) telle que les X,, définies par (5.2) soient une suite de v.a.
indépendantes de loi vg,...,vn,....

Exemple 2. Cet exemple est a la base de la construction des chaines de Markov que 1’on
étudiera plus loin. On considére un ensemble E dénombrable muni d’une probabilité
u et d’une matrice de transition Q(z,y), x,y € E, c’est a dire une matrice & termes
positifs telle que pour tous x,y € F,

Qz,y) >0, > Qla,y)=1.

yer

On définit p, sur E"*! par p, (2, z1,...,2,) = pw(w0)Q(x0, 1) ... Q(xn_1,,) et on
applique le th.5.1.1. On obtient une probabilité P, sur (Q,F) telle que les vecteurs
(X0, X1,...,X,) définis par (5.2) aient pour loi p,.

Processus équivalents
Soit Y = (W, G, (Y,)n>0,Q) un processus a valeurs (E,£). On définit une application
mesurable (vu la définition de F)

o (W, G) — (QF), w— (Yn(w))neN'
Soit P 'image de Q par ® c’est a dire la probabilité définie sur (2, F) par P(A) =

Q(®~1(4)), A € F. Cette probabilité P s’appelle la loi du processus Y. On a, pour
tout By,...,B, €&,

P(By X ...x By x Ex...)=P(Xy € By,...,Xn € By) =Q(Yy € By,...,Y, € By)

ce qui implique que P est la probabilité sur I’espace canonique associée par le th.5.1.1
aux répartitions finies de Y. Le processus (€2, F, (X, )n>0, P) s’appelle alors la réalisation
canonique de Y.

On dit que deux processus sont équivalents s’ils ont méme loi. Donc deux processus
ayant mémes répartitions finies sont équivalents et un processus est toujours équivalent
a sa réalisation canonique.

Dans la suite de ce chapitre F désigne un espace fini ou dénombrable.
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5.2. Matrices de transition

On note €' 'ensemble des applications de E dans IEJF, &y 'ensemble des applications
bornées de E dans R, M™ D’ensemble des mesures (positives) sur £, M; = {u €
Mt S cpu(x) = 1} Evidemment E étant dénombrable, u € M™ est déterminée
par les u(z), = € E.

Définition 5.2.1. Une matrice positive M est une famille (M (z,y), z,y € E) oi, pour
tous x,y, M(x,y) € R*. Pour A C E, on pose Mz, A) =3, ca M(z,y)

On rappelle que, dans KJF, (+00) x 0 =0 X (+00) = 0. Etant données deux matrices
positives M et N, on note M N la matrice produit définie par

MN(z,y) = Y M(z,2)N(z,y)
z€E

Comme pour le produit ordinaire des matrices, celui-ci est associatif mais non commu-

tatif. On note M% = I ou I(x,y) = Lip—y et, pourn > 1, M" = MM = MM,

Définition 5.2.2. Soit f € ET et u € M™ on pose:

Mf(x) =Y M@y f(y), pMy) =Y u@)M(y)

yek el

alors f — Mf est un opérateur “linéaire” de €' dans £ et la composition de ces
opérateurs correspond aux produits des matrices i.e. 'on a M(N f)(z) = (MN)f(z),
de plus M(x, A) = M1yay(x). De méme p +— pM est un opérateur “linéaire” de M*
dans M* et on a (uM)N = p(MN), (uM)f = p(Mf).

Les matrices positives telles que, pour tout x € E, A — M/(x, A) soit une probabilité
sur F seront appelées matrices de transition. D’ou

Définition 5.2.3. On appelle matrice de transition sur E une famille (Q(x,y), x,y €
E) telle que, pour tous x,y € F,

Qz,y) 20, Y Qa,y) =1.

yeE

On vérifie immédiatement qu’une matrice positive () est une matrice de transition ssi
Q1 = 1, que le produit de deux matrices de transition est une matrice de transition,
que, si ( est une matrice de transition, ) opere sur b€ et, que, si y une probabilité,
alors u@ est une probabilité.

Si E est fini, E peut s’identifier & {1,2,...,n}. Alors on identifie f € &, au vecteur
colonne de composantes (f(1), f(2),..., f(n)) et Qf est le vecteur colonne produit de la
matrice @) par le vecteur colonne f. De méme, on identifie 4 € M™ au vecteur ligne de
composantes (u(1), u(2),...,u(n)) et p@ est le vecteur ligne produit du vecteur ligne
4 par la matrice Q.
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5.3. Suites markoviennes

Nous allons préciser la définition d’une chaine de Markov.

Définition 5.3.1. Soit QQ une matrice de transition sur E. Un processus X =
(Q,F, Fn, Xpn,P) a valeurs dans E est une chaine de Markov (homogéne) de matrice
de transition Q) et relativement a la filtration F,, si, pour tout f € &,

E(f(Xn+1)| fn) = Qf(Xn) p.s. (5'3)
La loi de Xo s’appelle la loi initiale de la chaine.

A partir de maintenant nous ne considérerons que des chaines de Markov homogenes
et nous omettrons le mot “homogene”. Considérons les tribus FO = o(Xo, ..., X,). De
Iinclusion F2 C F, il résulte immédiatement que

Par conséquent la chaine est aussi de Markov relativement  la filtration F2. C’est donc
cette filtration qui sera choisie si aucune n’est précisée, mais quelquefois, ce n’est pas
celle qui est la mieux adaptée pour prouver qu’une suite est markovienne. On peut
aussi remarquer que la définition est équivalente a:

P(Xnt1 = )| Fn) = Q(Xn,y) = P(Xnp1 = y)[Xn),  VyeE

ce qui signifie que la loi conditionnelle de X,, ;1 connaissant 1'histoire du processus
jusqu’a l'instant n (c’est a dire F,,) est en fait déterminée par X,, c’est a dire 'état
a l'instant n. C’est pourquoi ces processus sont quelquefois appelés “processus sans
mémoire”.

En utilisant la caractérisation de l’espérance conditionnelle relativement a une tribu

engendrée par un systeme de variables aléatoires (voir cor. 3.2.8) on obtient:

Proposition 5.3.2. Soit Q) une matrice de transition sur E. Une suite X,, définie sur
(Q,F,P), et a valeurs dans E est une chaine de Markov (homogéne) de matrice de

transition @ si, pour tout systéme fr € &, k=0,1,...,n+ 1 et tout n >0 on a:
n+1 n
E(]] £e(X0)) = E@far1(Xn) [ ] £r(X0) (5.4)
k=0 k=0

Il est aussi indiqué dans le cor. 3.2.8, qu’il suffit de prendre des fonctions fi de la
forme indicatrice d’ensembles dans £. Mais, E étant dénombrable, on peut se contenter
d’indicatrices de points, et ceci conduit a la définition plus élémentaire suivante.

Définition 5.3.3. Soit () une matrice de transition sur E. Une suite X,, définie sur
(Q,F,P), et a valeurs dans E est une chaine de Markov (homogéne) de matrice de
transition @ si, pour tous xg,x1,...,Tpt1 € E et tout n >0,

P(Xo=20,..., Xnt1 = Tnt1) = P(Xo =x0,...,Xn = ) Q(Tpn, Tnt1)- (5.5)
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En résumé, si X est une chaine de Markov par rapport aux F,, au sens de la def.5.3.1,
X est une chaine de Markov au sens de la def.5.3.3 et si X est une chaine de Markov
au sens de la def.5.3.3, X est une chaine de Markov par rapport aux FC au sens de la
def.5.3.1. Les points de E s’appellent les états de la chaine.

En fait la loi de la chalne de Markov X est entiérement déterminée par sa loi initiale
et sa matrice de transition comme le montre le théoréme suivant qui est une simple
conséquence de la discussion ci-dessus.

Théoréme 5.3.4. Soit X = (Q, F, (X,,)n>0,P) un processus a valeurs dans E.

e S5i X est une chaine de Markov de loi initiale u et de matrice de transition Q, on
a, pour tous xq,...,Tn € F,

P(Xo =20, X1 =21,...,Xp = 2p) = p(20)Q(x0,21) ... Q(xp—1, xy). (5.6)

e Réciproquement si le processus X vérifie (5.6) pour p probabilité et Q@ matrice de
transition sur E, alors X est une chaine de Markov de loti initiale u et de matrice
de transition Q.

La formule (5.6) a d’importantes conséquences. On a par exemple
P(Xo =2, Xo=y) = ZQ$ 2)Q(z,y) = p(x)Q*(z,y)

et, de méme, on montre par récurrence que
P(Xo =z, Xn = y) = p(2)Q"(z,y). (5.7)
En particulier
Zu )Q"(x,y) = nQ"™(y), (5.8)
ce qui montre que, si X a pour loi u, X, a pour loi u@Q". On déduit également de (5.7)
que, si p(z) > 0,

P(Xo =2, Xn =)
P(XO = ZL')

P(Xpn =y[Xo=2) = = Q"(2,y). (5.9)

Par ailleurs, si f est une application de E™*! dans R, positive ou bornée, on a (il suffit
de sommer dans (5.6))

Elf(Xo,- s Xn)l = Y f@o,- -, 2n)(20)Q (w0, 21) . .. Q(@n—1,2n). (5.10)

ZO;--yTn

Si, dans (5.10), on choisit f(zo,...,Zn) = L) (20) - .- La,y(7n), A; C E, on obtient,

P(Xo € Ag,...,Xn € A,) = > w(z0)Q(z0, 1) ... Q(p_1,2,).  (5.11)

ToE€AQ,...,xnEAn
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Si, dans (5.11), on choisit A; = {z;} pour certains indices et A; = E pour d’autres, on
a, pour lp, ...l € N,

P(X1y = 20, Xig ity = 15+ s Xig 4y +otly, = Tk) = pQ" (20)Q" (g, 1) . .. Q¥ (w1, ).
(5.12)

L’exemple générique de chaines de Markov

Théoréme 5.3.5. Soit Uy,...,Uy,... une suite de v.a. a valeurs (G,G) indépendantes
et de méme loi, X une v.a. a valeurs E indépendante de la suite U,, et g une application
de E x G dans E telle que, pour tout © € E, u +— g(x,u) soit G-mesurable. On pose,
pour tout n > 0,

Xnt1 = 9(Xn, Uny1). (5.13)

Alors X,, est une chaine de Markov de matrice de transition

Preuve:

Soit F,, = 0(Xo,U1,...,Uy) et f € EF. On a d’apres la prop.3.4.6
E(f(Xnt1) [ Fn) = E(f(9(Xn, Unt1)) | Fn) = $(Xn)
ou ¢(x) = E(f(g(x,Un+1))) = E(f(9(x,U1)) = Qf () u

Particulier important est le cas des marches aléatoires. On considére une suite Y1, ...,Y,, ...

de v.a. & valeurs Z¢ indépendantes et de méme loi v et indépendantes d’une variable
aléatoire Xy. Pour n > 0, on pose

Xn+1 = Xn + Yn+1, (514)

X, = Xo+Yi+...+Y, est donc une chaine de Markov de matrice de transition
Q(x,y) =P(x+Y1 =y) = v(y —x). Ce processus s’appelle la marche aléatoire de loi v.
On peut remarquer que dans ce cas on a Q™(z,y) = pxn) (y —x), ou v(1) est la nidme
puissance de convolution de v, c’est a dire la loi de Y7 + ..., +Y,,. Il est aussi facile
de constater que si une matrice de transition Q sur Z¢ est invariante par translation,
cest a dire Q(z + z,y + z) = Q(z,y) pour tous points x,y,z alors c’est la matrice de
transition d’une marche aléatoire de loi v(y) = Q(0,y).

Chaines de Markov stationnaires et réversibles

Définition 5.3.6. Une chaine X, est dite stationnaire si, pour tous k,n € N, la loi
de (Xo,...,Xy) est égale a la loi de (X, ..., Xnir). Elle est dite réversible si, pour
tout entier T > 1, la loi du vecteur (Xo, X1,...,Xr) est identique a la loi du vecteur
“retourné“ (Xp, Xr_1,...,Xo).

Définition 5.3.7. On dit qu’une mesure positive X sur E est excessive (ou surhar-
monique) si A > AQ, invariante (ou harmonique) si A = A\Q. On dit que X est réversible

si pour tous x,y € E, ANx)Q(z,y) = Ay)Q(y, z)-
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On voit immédiatement qu’une mesure réversible est invariante car si A\ est réversible
AQ(Y) =D A@)Q(x,y) = Y ARy, 7) = Ay) Y Qy, x) = A(y)

Il est en général assez facile de calculer une mesure réversible. Cependant elle n’existe
pas toujours méme s’il existe une mesure invariante. On verra qu’une probabilité in-
variante est un objet particulierement intéressant. Une des raisons est:

Proposition 5.3.8. Si A est une probabilité invariante, la chaine X,, de loi initiale A
est stationnaire.

Preuve:
Soient xg,...,x, € E. On a, d’aprés 5.12, pour tout k,

P(Xg =20, s Xk = Tn) = AQ"(20)Q(z0,71) ... Q(p—1,Tn)
= AM20)Q(z0,21) - .. Q(Tn—1,Tn)
= P(X()::E(),...,Xn:l‘n)

Proposition 5.3.9. Si \ est une probabilité réversible, la chaine X, de loi initiale A
est réversible.

Preuve:
Soient zg,...,zr € E. On a,
P(XO =Ty - - ,XT = ﬂj‘T) = )\($0)Q(l‘o, 33‘1) e Q(:L‘T_l, QS‘T)

= Q(z1,20)N(21)Q(21,72) ... Q(w7_1,27)
= ...=Qx1,20)Q(x2,71) ... Q@1 x7-1)\(TT)
= ]P)(XO::L’T,...,XT::L’())

5.4. Chaines canoniques

Intuitivement étant données une probabilité p et une matrice de transition @ sur F, il
existe une chaine de Markov de loi initiale pu et de matrice de transition (). En effet on
tire Xg selon la loi u, on obtient xg. Alors on tire X; selon la loi Q(xq,.), on obtient
x1, puis on tire Xy selon la loi Q(x1,.), on obtient x9 et ainsi de suite. C’est ce que
confirme le théoréme suivant.

Théoréme 5.4.1. Soient p une probabilité et QQ une matrice de transition sur E.
Considérons l’espace canonique

Q=EN, 0= (Wn)nz0, Xn(W) =wn, Fp=0(Xpk <n), F=0(Xpk>0). (515)

Alors il existe une unique probabilité P sur (2, F) telle que (2, Fr, F, (Xn)n>0,P) soit
une chaine de Markov de loi initiale p et de matrice de transition Q.
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Preuve:
On définit une probabilité p,, sur E"! par

tn (o, . xn) = p(xo)Q(xz0, 1) - .- Q(Tpn—1,%n)-
Ces probabilités vérifient la condition (5.1) du th.5.1.1. Donc il existe une unique prob-
abilité P sur (92, F) telle que
P(Xo =x0,...,2n) = tin(zo, ..., 2n) = w(x)Q(z0,21) . .. Q(Tn—_1,2n)
On conclut par le th.5.3.4

On note IP,, la probabilité relative a loi initiale p. Si p = 0., 6, étant la mesure de Dirac
du point, on note P, pour Py, . En vertu de (5.6), on a pour tout A € F,

Pu(A) =) p(x)Px(A). (5.16)

zel
On peut maintenant introduire ’objet sur lequel nous allons dorénavant travailler.

Définition 5.4.2. Soit () une matrice de transition sur E. On appelle chaine de Markov
canonique de matrice de transition @, un processus (2, Frn, F,(Xn)n>0,Pu) sur Uespace
canonique défini par (5.15) et ot, pour chaque p € My , P, est une probabilité sur
(Q, F) vérifiant, pour tous n,xq, ..., Ty,

Pu(Xo=20...,Xn =) = p(x0)Q(x0,21) ... Q(Tp—1,2n). (5.17)

Alors, pour chaque p € My, (2, Fp, F, (Xn)n>0,P,) est une chaine de Markov de loi
initiale u et de matrice de transition (). Dans ce cadre, on a les formules suivantes vu
(5.9). Pour tousn >0,g€ T, p € My,

Po(Xn=y) =Q"(z,y), Eu(9(Xn)) =Q"g(z) Pu.(Xn=y)=pQ"(y), (518)

Eu(9(Xn) =Y w@)Q"g(z) = uQ"g (5.19)

Evidemment une chaine de Markov n’est pas toujours donnée sous forme canonique.
Cependant si X' = (', F), F',(X],)n>0,P’) une chaine de Markov de loi initiale p et
de matrice de transition Q et si X = (Q,F,,F, (Xn)n>0,Py) est la chaine canonique
de loi initiale p et de matrice de transition @, les processus X et X’ ont méme loi
(voir 5.1.2) et on peut effectuer tous les calculs sur la chaine X. Par exemple, on a
P'(X], visite A) = P, (X,, visite A).

La propriété de Markov

Le principal intérét de se placer sur I’espace canonique est 'existence d’un opérateur
de translation. On considere I’espace canonique (5.15). On définit une application 6 de
2 dans Q par w = (wy)n>0 — (W) = (Wpt1)n>0-
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Cette application s’appelle I'opérateur de translation sur 2. On pose alors
Op=1d., 61=0, 0,=0,_100=000,_1.
On a donc Xj 060, = X1 pour tout £ > 0. On a en particulier, pour tous p et n,
0, ({Xo =x0,..., Xp =2,}) = {Xp =20, .., Xp1p = p}

ce qui montre que 6,, est une application mesurable de (2,0(Xg, k > n)) dans (Q2, F)
et que, pour tous n et p,

0, (Fp) = 0(Xny ooy Xnip)- (5.20)

On peut alors énoncer:

Théoreme 5.4.3. Soit X une chaine de Markov canonique. On a, pour tout n > 0,
toute loi initiale p et toute ¥ € bF (resp. F+)

E (¥ob,|F,) =Ex,(¥), P, p.s. (5.21)

ce qui équivaut a, pour toute ® € bF,, toute W € bF, (resp. toute ® € FI, toute
veFt)

E,[®Vo00,] =E, (PEx, (V))
Preuve:

La relation (5.21) est vraie pour ® = Liy —q) . X,=an} 6 ¥ = Lixo—p,,. Xe=by}s 168
deux termes étant alors égaux a

m(ao)Q(ao; ar) ... Q(an—1,an)1q,(bo)Q(bo, b1) . .. Q(br—1, by).

Par sommation, on en déduit (5.21) pour ® € F,f et ¥ € .7-"; , k quelconque. On conclut
facilement en utilisant le cor.3.2.8 »

Ce résultat s’étend sans peine aux temps d’arrét. Considérons maintenant un temps
d’arrét T. Evidemment par temps d’arrét, on entend temps d’arrét de la filtration
Fn de lespace canonique (5.15). On définit 67 de {T" < +oo} dans Q par la formule
O7(w) = O7()(w) On a alors sur I'ensemble {T" < +o0}, et pour tout n > 0,

Xn 9} HT = Xn—l—T, 9;1({){0 =Ty -- ,Xn = I‘n}) = {XT =20y - 7XT+n = ﬂj‘n}

Théoreme 5.4.4. Soient X une chaine de Markov canonique et T un temps d’arrét.
On a, pour toute loi initiale v et toute W € bF (resp. ¥ € F)

Ep(Lirctoo}¥ 0 01 | Fr) = Lircr oo} Ex, (¥) , Py p.s. (5.22)

ce qui équivaut a, pour toute ® € bFr, toute ¥ € bF, (resp. toute ® € _7-“;5, toute
veFt)
Eullir<ioo} W obr] = Eu[Lipc ooy PEX, (V)]
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Preuve:
Soient ® € .7:;5 et ¥ € FT. On remarque que OLyr—py € FF. On a alors

By (L{retooy @ 0 07) = Y Eu(Liz_n @ 0 6y,)
n>0

= Eu(lir—nyPEx, (¢)) = Eu[lirc 00} PEx, (V)] u
n>0

Evidemment le th.5.4.4 implique le th.5.4.3. Traditionnellement la propriété (5.21)
s’appelle la propriété de Markov et la propriété (5.22) s’appelle la propriété forte de
Markov. Vu que 1{6;1(3)} = 1ypy o 0r, (5.22) s’écrit pour des ensembles:

P,{T < +00} N AN 07 (B)] = Eu[lir< oy L{a}Px,(B)], A€ Fr, BEF. (5.23)

Simulation d’une chaine de Markov donnée par sa fonction de transition

On présente une deuxieme méthode pour construire une chaine de Markov de loi initiale
1 et de matrice de transition () données. Elle a le double intérét de montrer que toute
chaine est de la forme (5.13) et de fournir un moyen de simuler une chaine a partir
d’une suite de nombres aléatoires compris entre 0 et 1 (surtout si E est fini). On
suppose E = N, cas auquel on peut toujours se ramener en numérotant les points de
E. On pose, pour tous i € N et z € [0, 1],

n—1
s0=0,$1 :u(O),...,sn:Zu(k‘),...
k=0
n—1
s0(i) = 0,51(1) = Q(i,0), . :Zsz
k=

O

g(x) = ksix € [sg, spq1, 9(1) =
g(’i,l‘) =ksize [sk(i)vsk-i-l( )[7 g( ) =0.
Evidemment, si u(k) = 0, on a s, = sg41 auquel cas [sg, Sg+1[= 0. De méme pour les
Sk(l)
Soit Up, Uy, ..., U,,... une suite de v.a. indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 1].
On pose

XO = 9(U0)7 Xn+l = Q(Xna Un-‘,—l)‘

On sait (th.5.3.5) que X,, est une chaine de Markov de matrice de transition
P(g(:,Uy) = 7). Mais on a

P(Xo = j) = P(g(Uo) = j) = P(Up € [s5,8541]) = 8511 — 55 = pu(j),
P(g(i,Ur) = j) = P(U1 € [5(3), 55+1(3)[) = s541(4) — 5;(i) = Q(3, ).

Donc X, est une chaine de Markov de loi initiale p et de matrice de transition Q.

104



Chapitre V. Chaines de Markov V.5. Récurrence et transience

5.5. Récurrence et transience

On reprend, dans le cadre d’une chalne canonique, les définitions de temps d’entrée,
temps de retour successifs, nombre de passages d’un processus dans un ensemble don-
nées dans 4.1.7. L’utilisation de I'opérateur de translation # permet d’obtenir un certain
nombre de relations évidentes:

¢ Sy=14T400,P,(Ta=0)=1pourx € A, P, (Tag =54)=1siz¢ A
e Sur 'ensemble {S% < oo} on a S5 =S5% + 5,0 Osn = Sa+Shobs,.
eDans le cas ou A est réduit a un point x € F, on a:
o0
Ne =14 Tisncioo}r P pes. (5.24)

n=1

Définition 5.5.1. On appelle matrice potentielle de Q (ou de X ) la matrice

+oo
U=T+Q+...+Q"+...=> QF
k=0

La matrice potentielle peut s’interpréter a 1’aide la chaine X car

ZQk($,y) = pr(Xk = y) = ZEx(]]-{y} o Xk) = Eﬂc(Ny)
k=0 k=0

k=0
Donc U(z,y) est le nombre moyen de visites a y de la chaine partant de z. Les termes
U(x,y) et Pp(T, < +00) sont liés par:
Proposition 5.5.2. Pour tout couple x,y on a

U(.T, y) = Pz(Ty < +OO) U(ya y)

Preuve:
On a en appliquant la propriété forte de Markov (5.22),

U(a;,y) = Ex(Ny) = Ex(Ny]l{Ty<oo}) = Ez( Z (]]'{y} o Xn)]]-{Ty<oo})
n>Ty

= ZESE(]'{Ty<OO}(]]'{y} o Xn) o} HTy)

n>0

= ) Ee(Lizy<oniBxs, (Lyy 0 Xn)) = > Ea(Liz, <o} By (L1 0 X5))
n>0 n>0

= ]P)x(Ty < OO) ZEy(ﬂ-{y} o Xn) = Pr(Ty < OO)U(yay) u
n>0

Remarque Cette proposition montre que la fonction z +— U(z, y) atteint un maximum
au point y. Cette propriété est parfois appelée “principe du maximum”.

105



V.5. Récurrence et transience Chapitre V. Chaines de Markov

Définition 5.5.3. On pose a(x) = P,(S; < 00). On dit que x est récurrent si a(x) =1
et transient si a(x) < 1.

Le résultat fondamental est:
Théoréme 5.5.4. Soit x € E.
1. Si z est récurrent alors Py(Ny = +00) =1 et U(z,x) = +00.

2. Si x est transient alors Py(N, < +o00) = 1 et U(z,x) = (1 — a(x))™! < co. De
plus, sous P, la variable aléatoire N, d valeurs dans N*, suit une loi géométrique
de paramétre a(x) .

Preuve:
On a, utilisant (5.23)

Po(Sp < +00) = Pu(Sp~! <400, Spo0fgn-1 < +00)
= P.({S7' <400} Nl ({S, < +o0}))
(

-1
Sz

= EIE 1{5;—1<+00}PXS;71(Sx < +OO))
= P,(S"! < 400)P4(S, < +00) = (a(z))"

e 1. Si a(z) = 1, alors, pour tout n, P,(S} < +o00) = 1. Vu (5.24), on a P,(N, =
+00) =1 et a fortiori U(z,z) = E;(N;) = +o0.

e 2. Sia(x) <1, alors, vu (5.24),

o)
U(z,x) =E,(N,) =1+ ZPx(S;L < +o0)=(1—a(z))™t < +o00
n=1
et a fortiori P, (N, < 4+00) = 1. De plus on a P, (N, > n) = P,(S? < +o0) = (a(z))"™
et donc N, suit une loi géométrique de parametre a(x) sous Py. »

Autrement dit, partant d’un point z, 'on revient une infinité de fois en ce point avec
une probabilité égale a 0 ou 1. On retrouve donc une certaine forme de la loi du 0
ou 1 puisque I'événement (N, = oo) est mesurable par rapport a toutes les tribus
B, = 0(Xn, Xn+1,...) et donc par rapport a leur intersection. Ceci constitue I'un des
résultats les plus remarquables sur le comportement des chaines de Markov.

Proposition 5.5.5. Si E est fini, il existe au moins un état récurrent.

Preuve:

Eneffet 3. cp Ny = Ng = +oo d'ott ., cpU(z,y) = Ex(3_,cp Ny) = +oo. 1l existe
donc y € E tel que U(z,y) = +oo mais (prop.5.5.2) U(y,y) > U(x,y) = 400 et y est
récurrent u

Supposons que la chalne parte de x. Alors son comportement est régi par la loi P,.. Elle
revient en x a l'instant S,. D’apres la propriété forte de Markov, son comportement
apres Sy est régi par la loi Py, mais Py, =P, et donc son comportement apres S,
est indépendant de son comportement avant S, et est régi par la méme loi. C’est ce
que formalise la proposition suivante.
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Proposition 5.5.6. Soit x un point récurrent et Yy, Y1, ..., Y, des v.a.r. Fg, -mesurables.
Pour 0 < k < n on note pi la loi de Yy sous P,. Alors, sous Py, les v.a. Yy, Y7 o
Os1,. .., Yy 00Ogn (qui sont bien définies P, p.s.) sont indépendantes et de lois respec-

ties P05 Py -5 Pn-

Preuve:
Vu que Ogn = 0gn-100g1, on a pour des fonctions positives fo,...,fn:

E.([] fr(YVeobse)) = (fo Yo) [T (fe(Vi 0 0ge-1)) 095;)
k=1

k=0
= E.(fo(Y0))E (H Ji(Yi 0 0gi— 1))

k=1

= Eo(fo(¥0))Ee(f1(Y1)) (ka Y 0 Og- 2))

k=2
= = [T E((¥h) Hpkfk
k=0

d’ou le résultat annoncé y

Remarque 5.5.7. Cette proposition montre que les tribus Fg,, 0511 (Fs,)s--- ,05,}(.7:51)
sont indépendantes sous P,.

Cette proposition sera surtout utilisée dans le cas particulier suivant:

Corollaire 5.5.8. Soit f une fonction sur E et x un point récurrent. On pose Zg =
n+1

ZS”” L (Xy) puis Z, = Zyobsn. Alors Z, = ,f;sn_l f(Xy) et, sous Py, les variables

aléatoires Z,, n > 0 sont i.i.d.

En fait, le méme argument montre que les excursions successives, c’est a dire les portions
de trajectoires £, = (Xgn,..., X Sg+1_l), séparant deux passages au point x, sont, sous
P;, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi si on les considere comme
des éléments a valeurs dans ’espace dénombrable des mots finis, non vides, construits
sur I’alphabet E. C’est cette propriété fondamentale qui est & la base d’une bonne part
de la théorie des processus de Markov.

Nous allons maintenant passer aux problemes de communication entre points de F.
Irréductibilité

L’étude suivante va permettre de décomposer I'espace des états E en classes de points
de méme nature. En fait on se restreindra souvent, dans la suite, au cas ou F sera formé
d’une seule classe, que 'on appellera “cas irréductible”.

Définition 5.5.9. On dit que x conduit a y, ce qu’on note x — vy, si P, (T, < +00) > 0.
On dit que la chaine est irréductible si x — y pour tout couple (z,y).
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Vu que {7}, < 400} = Up>0{X,, = y} on obtient immédiatement:

Lemme 5.5.10. z — y est équivalent a 'une des conditions suivantes:
1. Il existe n > 0 tel que Q™ (z,y) >0
2. 1l existe une suite xo = T,X1,...,Tp_1,Tn =Yy avec Q(xg_1, ) > 0 pour k > 1
3. Ulz,y) >0

Lemme 5.5.11. Soit x,y,z trois points de E alors:
Py(T, < +00) > Py (T < +00)Py (T, < +00)

En conséquence si x — y et si y — z, alors x — z. La relation binaire TRy, si x — y
et y — x est donc une relation d’équivalence sur E.

Preuve:
On a, utilisant (5.23),

P, (T, < +00) > P, (T, + T, 0 01, < +00)
=P, ({Ty, < +00} N0 (> < +00)) = Pu(Ty < +00)Py(T; < +00) >0
Nous allons maintenant préciser cette décomposition en classes d’équivalence.
Proposition 5.5.12. Soit x un point récurrent et y tel que x — y. Alors:
1. Le point y est récurrent et y — x.
2. On a (Py(Ny) =00) = (Py(Ny) =00) =1

Preuve:

On peut supposer x # y car sinon il n’y a rien & prouver.

On reprend la construction du Corollaire 5.5.8 avec Zy = Z,figl 1 {y} © X L’événement
(Zn > 0) est égal & {3k ; ST < k < S7; X; = y}. Ces événements sont indépendants
et de méme probabilité soit o sous P,. On ne peut avoir o = 0 car alors P,(T}, < c0) =
P, (Un(Z, > 0)) serait nul. Il résulte alors du Lemme de Borel Cantelli que P, p.s.,
I'événement (Z,, > 0) se produit une infinité de fois et donc P,(N, = co) = 1 d’our
U(z,y) = E4(INy) = oo. De la relation U(z,y) = P,(T, < oo)U(y,y) on déduit que
U(y,y) = oo et donc que y est récurrent. Il reste donc seulement & prouver que y — x.
Pour ceci on remarque que

(Ty < o00)N (T 007, = 0) C (N <0), P ps.
et par application de la propriété de Markov forte on obtient:
Py (Ty < 00)Py (T, = 00) < Pyp(N; < 00) =0
et donc Py (T, = 0o) = 0 puisque P, (T, < 00) >0 u
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Remarque 5.5.13. La démonstration ci dessus, introduisant les excursions a le mérite
de se transposer aux cas de processus plus générauz. Dans notre cas, on peut faire une
preuve plus élémentaire. Par exemple pour montrer que y est récurrent on peut écrire:

Puisque z — y, il existe n > 1 tel que Q" (x,y) > 0. D’apres le principe du maximum,
5.5.2, on peut écrire:

U(y7y) > U(a:,y) = ZQk(:ZI,y) > ZQk+n(x7y)
k k

v

> QM 2)Q " (x,y) = Ulw, 2)Q"(z,y) = +00
k

Corollaire 5.5.14. L’espace E se décompose donc en classes transitoires et classes
récurrentes telles que:

1. = et y appartiennent a deux classes distinctes si et seulement si U(x,y) = 0 ou

U(y,z) =0.
2. Dans une classe transitoire on a 0 < U(x,y) < oo pour tout couple (x,y)

3. Dans une classe récurrente on a U(x,y) = oo pour tout couple (x,y). De plus une
classe récurrente est close, c’est a dire qu’en désignant par C' une telle classe, si
x € C alors P,(VYn>0; X,, € C) = 1.

Preuve:
Au vu de la proposition 5.5.12 et du principe du maximum, il ne reste qu’a prouver
Passertion relative aux classes closes. Soit C' une classe de récurrence, z € C et y & C
tels qu'il existe n > 1 avec P, (X,, = y) > 0. On aurait donc x — y et par conséquent
y — x d’apres 5.5.12 ce qui est impossible puisque x et y ne sont pas dans la méme
classe »

Si C' = {x} forme une classe close, c’est a dire si Q(x,x) = 1, I'état x est dit absorbant.

A T’issue de cette étude on peut donc préciser le comportement d’une chaine de Markov.
Partant d’un point récurrent celle ci restera dans sa classe de récurrence et visitera une
infinité de fois tous les points de la classe. Partant d’un point d’une classe transitoire,
le comportement est moins clair: si la classe transitoire, soit 7', est finie, la chaine sor-
tira presque stirement de cette classe puisque Eo(Np) = - o1 U(z,y) < oo et donc
P.(Ny < oo) = 1. Dans ce cas la chaine passera soit dans une autre classe transi-
toire soit dans une classe de récurrence ou elle restera “piégée”. Si la classe transitoire
est infinie, le méme raisonnement que ci-dessus montre que la chaine sortira presque
stirement de tout sous ensemble fini de 7'.

En définitive, pour les chaines irréductibles, on a la dichotomie suivante:

Corollaire 5.5.15. Soit X une chaine de Markov irréductible, alors
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e Soit pour tous x,y € E, U(z,y) < 400, alors tous les états sont transients et la
chaine est dite transiente,

e soit pour tous x,y € E, U(x,y) = 400, alors tous les états sont récurrents et la
chaine est dite récurrente.

Le critere de récurrence suivant est tres utilisé.

Proposition 5.5.16. Soit X une chaine de Markov admettant une probabilité invari-
ante \.

1. Tout état y tel que A(y) > 0 est récurrent.

2. Si, de plus, X est irréductible, alors X est récurrente.

Preuve:
Soit A une probabilité invariante et y € F

AU(y) = ZAQ”(y)=Z>\(y)
A (y) = ZA U(z,y) < Uly,y) ZA = U(y,y)

On en déduit que si A(y) > 0 alors AU(y) = oo et donc aussi U(y,y) »

Il faut bien noter que le fait que A soit de masse totale finie est essentiel. Il se peut tres
bien qu’une chaine transitoire admette une mesure invariante (mais qui sera nécessairement
de masse totale infinie).

Le théoreme ergodique

L’indépendance des excursions d’une chaine de Markov est 'argument essentiel du
théoreme ergodique que nous allons maintenant établir.

On appelle théoremes ergodiques des théoremes concernant le comportement, lorsque
n — 400, de

n—1 n—l
ko f (Xk)
X}) oude
kz:%f( k) S 09( o)

Définition 5.5.17. Soit x un point récurrent, on définit une mesure \; sur E par

S

Sz—1

Az (y) = Eg( Z LypoXk), y € B, ouencore A\(f) = Eqf i f(Xp), fe&r
k=0

On a en particulier Ay (1) = E;(Sy) et Ag(z) = 1.
Théoréme 5.5.18. Soit x un point récurrent et f,g € L1(\;) avec A\;(g) # 0, alors:

Sho () Add)
Sre09(Xe)  Aa(g)

P, p.s.
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Preuve:
Soit f une fonction positive, A\, intégrable, on pose

Sg—1
ZO: Z f(Xk), Zl :ZOHS%J"WZTL:ZOQS;L
k=0

La v.a. Zy est Fg, -mesurable et E,(Zy) = A.(f). D’apres la prop.5.5.6, les variables
aléatoires Zj, k > 0, sont, sous P, indépendantes et de méme loi. D’apres la loi forte
des grands nombres,

1
E(ZO + .o+ Zn—1) —n A(f) Py opes.

Comme, pour tout p,

Sp—1 spti_g
szzoesgz(z'f( Oesp: Z ka
k=0 k=SP
on a
Z f(Xg) = Zo + ...+ Zp—1) —n N(f) Py opes.

0<k<5"

Cette convergence a donc lieu aussi, pour toute suite strictement croissante d’entiers
qui tend vers +00. A lentier m € N, on associe 'unique entier v(m) tel que Sm(m)
m < SET alors v(m) —m +00 et D ocpem Lz} (Xx) = v(m) + 1, P, p.s., d’o w:

V(m) ZOSk‘<S;<m) f(Xk) < ZO§k<m f(Xk) < ZOSk‘<S;(m)+1 f(Xk)
v(m)+1 v(m) ~ 2o<kam Ly (Xk) © v(m)+1
les termes latéraux tendant vers A\,(f) P, p.s., on a donc

20§k<m f(Xk)
ZOSka ]]'{95} (Xk)

Ecrivant f = f©— f~, on a (5.25) pour f € L()\;). Enfinsi f,g € L'(\;) et A\ (g) # 0,
on a (5.25) pour f et g et on fait le quotient »

— A(f) Py pes. (5.25)

5.6. Théorie du potentiel des chaines de Markov

Soient () une matrice de transition et X = (Q,F,,F,X,,P;) la chaine canonique
associée. Cette section a pour objet de donner des procédés de calcul de quantités telles
que Uz, ), P, (S, < 00), E;(S;) qui sont déterminantes pour I’étude de la nature de
la chaine .

Opérateurs induits
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Soient S et T deux temps d’arrét. On considere R =T + So 6. Sur T = +oo, R est
défini sans ambiguité par R = +oo et on n’est pas géné par le fait que 1 ne soit pas
défini. Par exemple si T est le temps d’entrée dans A et S le temps d’entrée dans B, R
est le premier temps de visite & B apres avoir visité A. On a a ce sujet,

Lemme 5.6.1. Soient S et T deux temps d’arrét et R =T + S o 0p. Alors R est un
temps d’arrét et, sur {R < +oo}, X = Xg o 0.

Preuve:

Ona, {R=n} =U_{T=k}N{Sob, =n—Ek} € F, pour tout n, car {S o0 =
n—k}=0,'({S=n-k}) € F, vu (5.20). De plus R < +oo implique 7' < +o0 et
S o0 < 400 et alors

Xr(W) = X1()+50r ) (@) = X5(0rw)) (Or(Ww)) = Xs 0 0r(w) u
On en conclut par exemple que sur {S’ZJrl < oo}
XSXH = Xgn obg, = Xg, 00gn

Soit T un temps d’arrét . On définit Popérateur Q de £ dans £ (ou de &, dans &)
par

Qrf(2) = Be(Lir<tooy f(X1)). (5.26)

On a alors

Proposition 5.6.2. Soient X une chaine de Markov canonique, S et T deux temps
d’arrét. On pose R=T + So0p. On a alors Qr = QrQs.

Preuve:
Soit f € £T. Alors, d’apres le th.5.4.4 et le lem.5.6.1,

QTQSf(:E) = Ex(]]-{T<+oo}QSf(XT)) = Er(]]-{T<+oo}EXT(]]-{S<+oo}f(XS)))
= Ex(]l{T<+oo}]]-{SOGT<+oo}f(X5 o 0r))
= Eo(L{retoo} f(XR)) = Qrf(z) u

Calcul de la matrice potentielle
SifeEr,v=Ufs appelle le potentiel de f. On a, compte tenu de (5.18), > 7 QF f(x) =
reo B (f (Xk)) = Ea (32320 f(Xk))

d’ou
B> f(Xi), fe&r. (5.27)

k=0

En particulier, si f = 143, A C E, on a:

U(a;,A) U]].{A} (Z]].{A} Xk ) :EI(NA)
De la relation U = I + QU on déduit que v = f + Qu.
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Proposition 5.6.3. Pour f € €7, v = Uf est la plus petite solution positive de
léquation v = f + Qu.

Preuve:
On av = f+ Qu. Soit w € £T vérifiant w = f + Qw. Evidemment w > f. Supposons

w>3h oQ"f, ona

n n+1
w=f+Qu>f+QY Q' f=Y Q"
k=0 k=0

Donc, pour tout n, w > >}, Q" f et, & la limite, w > v »
Remarquant que ULy (7) = U(x,y), on a
Corollaire 5.6.4. Pour tout y € E, v(x) = U(x,y) est la plus petite solution positive

de l’équation

v(y) =1+ Qv(y), v(a:) = QU(JJ), T#Y.

Ceci peut fournir un moyen de calculer la matrice potentielle. Il faut faire attention que
par solution positive, on entend solution & valeurs [0, +00]. En particulier, v = 400 fait
partie des solutions de 1’équation considérée et, dans de nombreux cas, ce sera la seule.

Probléemes de passage

On s’intéresse a 'opérateur @7, défini par (5.26) et qu’on notera @ 4. On a donc

Qaf(@) = Bo(Lir,<too}f(X1,)), fEET. (5.28)

Remarquons que, si f =1, on a Qa1(z) = P, (T4 < +00) qui est la probabilité pour
que la chaine partant de z atteigne A et que, si f = ]l{y},

Qalyyy(x) =Py(Ta < 400, X7, = ). (5.29)
qui est la probabilité pour que la chaine partant de x pénetre dans A par le point y.

Théoréme 5.6.5. Pour f € ET, u(z) = Qaf(x) est la plus petite solution positive du
systeme:
u(x) = f(z), x € A;  wu(x) = Qu(z), z € A°.

Preuve:

e Soit u(z) = Qaf(x). Pour x € A, on a u(x) = f(z) et, pour x € A, vu la prop.5.6.2
et la relation S4 =1+T4 00, on a u(z) = Qg, f(z) = QQaf(x) = Qu(z).

e Soit v € £ vérifiant v(z) = f(z), x € A, v(z) = Qu(x), € A°. On pose T =Ty et
Zn = v(Xpar). Alors E(Z,) = E,(Zy) = v(x). Pour montrer ceci, on va en fait prouver
beaucoup plus, a savoir que Z,, est une martingale, c’est a dire que E,(Z,11|F,) = Z,.
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On remarque tout d’abord que la quantité Z, 11ir<py = Zn 1<y est F,, mesurable
et donc:

Znt1 = Zpt1lir<ny +0(Xnt1)Lrsn
E:c(Zn+1‘fn) = Zn—i-l]]-{Tgn} + Ez(”(Xn+l)1{T>n}‘fn)
= Znt1lir<ny + LiponyEa(v(Xn41)[Fn)
= ZnLir<ny + LipsnyQu(Xy) = Zy

En effet, sur 'ensemble {T" > n} on a X,, € A¢, et donc v(X,,) = Qu(X,,). La suite Z,
converge vers v(Xr) = f(Xr) sur {T < oco}. On a alors:

u(z) = ]Em(]l{T<+oo}f(XT)) = Ex(lién ]l{T<+OO}Zn) < limninf E.(Z,) =v(z) »
Corollaire 5.6.6. u(z) = P,(T4 < +00) est la plus petite solution positive du systéme:
ulxz)=1,x€A; ulx)=Qu(x), x € A°.

et, vu (5.29),

Corollaire 5.6.7. Pour tout y € A, u(z) =P,(T4 < +o00, X1, = y) est la plus petite
solution positive du systéme:

u(y)=1; wu(z)=0, z€ A\{y}; ulx)=Qu(x), z€ A°.
On s’intéresse maintenant & v(z) = E,(T4).
Théoréme 5.6.8. v(x) = E,(T4) est la plus petite solution positive de
vix) =0, z€ A; wv(r)=14Qu(x), z € A°.

Preuve:
eSize A v(x)=0.Size A% ona:

v(@) = Ey(Ta) =Ey(Sa) =1+ E, (T4 08)
= 1+ E.(Ex,(Ta)) =1+ E;(v(X1)) =1+ Qu(x)

e Soit w € ET vérifiant w(z) =0, x € A, w(z) = 1 + Qw(z), © € A°. On pose T = T4
et Y, = w(Xuar) +n AT. Alors E,(Y,) = E,(Yy) = w(z). Pour montrer ceci, on va de
nouveau prouver beaucoup plus, a savoir que Y, est une martingale, c’est a dire que
E.(Ynt1|Fn) = Y,. On remarque tout d’abord que la quantité Yn+1]]-{T§n} = Yn]l{Tgn}
est F,, mesurable et donc:

Y1 = Yopulireny + (w(Xng1) + (n+ 1)1 i1sn
Ee(Yng1lFn) = Yn+1]l{T§n} + Bz (w(Xpt1) + (0 + 1))1{T>n}|-7'—n)
= Yo lir<n) + LironEo(w(Xny1) + (0 + 1)|F)
= Yn]l{Tgn} + Il{T>n}(Qw(Xn) +(n+1) =Y,
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En effet, sur I'ensemble {T" > n} on a X,, € A° et donc w(X,) = Qw(X,) + 1. Or
sur {T'" < oo}, la suite Y,, converge vers w(Xp) + T = T et sur {T = oo}, la suite
Y,, converge vers +oo, donc dans tous les cas cette suite converge vers T. On a par

conséquent:
E.(T) <liminf E,(Y,) = E.(Yy) = w(x) »
n

Corollaire 5.6.9. Sil'on a calculé les fonctions u(z) = P, (T, < 00) et v(z) = E;(Ty),
par exemple en utilisant le corollaire 5.6.6 ou le théoréme 5.6.8, alors on a Py(S, <
00) = Qu(y) et Ey(Sy) =1+ Qu(y).

Preuve:
11 suffit d’utiliser la relation S, = 14 T}, o 6 et d’appliquer la propriété de Markov. u

5.7. Chaines irréductibles récurrentes

On consideére une chaine de Markov canonique X de matrice de transition @), irréductible
et récurrente. On a donc pour tous z,y € E, P, (N, = oo) = 1. Nous allons commencer
par I’étude des mesures p invariantes (harmoniques) c’est a dire telles que p@Q = p ou
excessives (surharmoniques) c’est a dire telles que p@Q < p.

Définition 5.7.1. On dit qu’une mesure sur E est triviale si c’est soit la mesure nulle
soit la mesure valant +00 en tout point.

Ces deux mesures triviales sont considérées comme “parasites” car ce sont toujours des
mesures invariantes et leur prise en compte n’offre aucun intérét.

Lemme 5.7.2. Soit p une mesure excessive non triviale, alors p est strictement positive
et finie en tout point.

Preuve:
Soient a et b deux points de E. Vu l'irréductibilité, il existe n > 0 tel que Q™(b,a) > 0.
Comme p > pQ™, on a

p(@) > 37 p(e)Q" (e a) > p)Q" (b, a).

On en déduit facilement le résultat u
Lemme 5.7.3. Soit p une mesure excessive finie en tout point, alors p est invariante.

Preuve:

Puisque pQ(x) < p(x) < oo, on peut considérer la mesure positive v = p — p@. Or
ona y ;g vQF = p — pQ"t! et donc vU < p. Si v n'est pas la mesure nulle, on a
vU(y) =), U(x,y)v(z) = oo car U(z,y) = oo. Ceci est impossible et par conséquent
p est invariante u

Proposition 5.7.4. On suppose que la chaine admet une mesure invariante A non
triviale. Alors toute mesure excessive (et donc toute mesure invariante) lui est propor-
tionnelle.
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Soit p une mesure excessive. On peut bien sir supposer p non triviale sinon le résultat
est évident. Soit alors ¢ un réel positif. La mesure v.(x) = inf(p(x), cA(x)) est excessive
et finie. Par conséquent elle est invariante et il en est de méme de la mesure positive
e = cA—1v.. Il y a donc deux cas: ou bien p. est la mesure nulle ou bien elle est partout
strictement positive. Dans le premier cas la fonction f(z) = p(z)/A(x) (qui est bien
définie) est supérieure ou égale a ¢, dans le second cas elle est strictement inférieure a
c. Cette alternative ayant lieu pour tout ¢ > 0 on en déduit que f est constante

Théoréme 5.7.5. Soit X une chaine irréductible récurrente. Il existe une mesure
invariante A non triviale, unique a une constante multiplicative pres. De plus, pour
tout y € E, 0 < Ay) < 400. Pour chaque z € E, la mesure invariante telle que
Azx) =1 est donnée par la mesure A\, définie en (5.5.17).

Preuve:
Il suffit de montrer que la mesure )\, définie par (5.5.17) est invariante. Soit f € £T :

Sz—1

M\eQ)f = X(QF) =Eu( ) QF(X))
k=0

= Y Ee(Lpes QF (Xi) = ) Bo(Ljpcs,y Ba (f(Xk 41| Fr))
k>0 k>0
Sy

k>0 k=

1
= A(f) —Ea(f(Xo)) + Ea(f(Xs,)) = Aa(f)

Puisque A\;(xz) = 1, A est donc non triviale et par conséquent strictement positive et
finie en tout point

Il y a une nouvelle dichotomie selon que A(E) = +o00 ou A(E) < 4o0.

Théoréme 5.7.6. Soit X une chaine irréductible récurrente de mesure invariante \.
Il y a deux cas possibles:

o \(E) = +o0. Alors, pour tout © € E, E;(S;) = +00. La chaine est dite récurrente
nulle.

e \(E) < +o0. Alors, pour tout x € E, E,(S,;) < +00. La chaine est dite récurrente
positive. Dans ce cas l'unique probabilité invariante est donnée par

7T($) = 1/Em(5x) (5'30)
Preuve:

Vu (5.5.17), on a, dans le premier cas, E,(S,;) = +o0c et dans le second cas, E;(S;) <
+oo. Enfin si A(F) < 400, on a
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Pour calculer la mesure invariante de la chaine, on n’utilise en général pas (5.5.17). On
résout directement ’équation A = AQ. Cependant cette équation peut étre difficile a
résoudre d’ou 'intérét de la notion de mesure réversible introduite dans 5.3.7.

Le théoréme ergodique dans le cas irréductible

Théoréme 5.7.7. Soit X une chaine irréductible récurrente de mesure invariante \.
Soient f,g € LY(\) avec A(g) # 0, alors pour toute loi initiale u on a:

Yo X AP
Yo%) Ag) "

Preuve:

Soit x un point fixé de E. D’apres le théoreme 5.5.18, les quotients ci dessus convergent
P, p.s. vers i‘\m(g si f et g sont dans L'()\;) avec A\.(g) # 0. Mais puisque \ est
proportionnellg a A, avec une constante de proportionnalité strictement comprise entre
0 et 400, on voit que la limite ne dépend pas de = et que les conditions d’intégrabilité
sont satisfaites pour A. Il s’en suit que ’ensemble 2y sur lequel la convergence des

quotients vers % a lieu, est tel que P;(€29) = 1 pour tout x € E et donc P, () =
[ P(Q0) dufe) = 1«

Notation: Pour simplifier I’écriture, on notera “Z, — Z p.s.” pour “ Z, — Z P, p.s.
pour toute loi initiale u”.

Corollaire 5.7.8. Si on choisit f =1\ et g = 11,3, on a,

nombre de visites de X ay avantn  A(y)

nombre de visites de X a x avantn Az
Le théoreme suivant explique le choix des termes “récurrent positif” et “récurrent nul”.
Théoreme 5.7.9. Soit X une chaine irréductible récurrente.
1. Dans le cas récurrent positif, si on note m la probabilité invariante, pour toute

fe Ll(m),

n—1

S (X = () P

k=0
2. Dans le cas récurrent nul, si on note X la mesure invariante, pour toute f € L1()\),

1n—1

=Y [(Xk) =0 ps.

k=0

Preuve:
e 1. Il suffit de prendre g = 1 dans le th.5.7.7.
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e 2. On prend g = 1{py dans le th.5.7.7 avec F' fini C E, on a (en supposant f positive):

lnz_:lf(Xk)< Yio S(XK) M)

<=5- , p-s.
n k=0 Zk:(l) I{F}(Xk) )‘(F)
et donc
, 1 o A
hmsupg Zf(Xk) < % p-s.
k=0

pour tout F fini d’ou le résultat puisque \(E) = +00 u

5.8. Stabilisation des chaines de Markov

Définition 5.8.1. On dit qu’une chaine de Markov se stabilise, s’il existe une proba-
bilité m sur E telle que pour tout point y € E et toute loi initiale p on ait:
Jim P, (Xp, = y) = lim pQ"(y) = n(y)

En fait, puisque Q" (z,y) < 1 et uQ"(y) = > cp @"(z,y)p(x) une simple application
du théoreme de Lebesgue montre que la stabilisation est équivalente a la convergence
de Q" (z,y) vers m(y) pour tout € E. On remarque aussi que 7 est nécessairement
invariante puisque pQ"*(y) = Y wer HQ"(2)Q(xz,y) et de nouveau le théoreme de
Lebesgue permet d’affirmer que uQ"!(y) converge vers 7Q(y) mais cette quantité
converge aussi vers m(y). Cette propriété de stabilisation est trés importante car elle
signifie que pour n “grand“ on peut approximer la loi de X,, par la probabilité =, et
ceci quelles que soient les conditions initiales.

Dans le cas récurrent irréductible, les fractions figurant dans le thm .5.7.9 pour f = 1,4
sont bornées par 1, on peut donc prendre 'espérance [, et appliquer le théoréme de
Lebesgue. Vu que Ey (L, (X)) = Q*(y,z), on obtient,

(i) si X est récurrente positive de probabilité invariante T,

1 n—1
LS Q) — (),
k=0
(ii) si X est récurrente nulle,
1 n—1
LS Q) 0.
k=0

Dans le cas d’une chaine transitoire, on a bien sir lim,, Q" (y,x) = 0 puisque la série
est convergente. Ceci montre que le seul cas o1 'on peut espérer une limite non triviale
pour la suite Q™(x,y) est le cas récurrent positif et c’est donc le seul qui va nous
intéresser ici. Malheureusement méme dans ce cas, une telle limite n’existe pas toujours
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comme le montre la chaine (déterministe!) & valeurs E = {1,2} de matrice de transition

1 o . . R
Q = <(1) 0). En effet Q?" = I et Q*"*! = Q. On voit ici apparaitre un phénomene
de périodicité. En fait ce probleme est déja celui qui est rencontré dans I’étude des
suites récurrentes de type u,+1 = F(uy). Il se peut tres bien que 'équation u = F(u)
admette une solution unique sans que la suite u,, converge. Dans notre cas, on choisit
une mesure initiale x4 et on définit la suite pp 41 = @ = F(uy,). L'existence et 'unicité
de la solution de u@ = p dans M;(FE) ne garantit pas la convergence de la suite py,
vers cette solution (voir par contre le cas des chaines de Doeblin thm. 5.8.11).

Soient () une matrice de transition et X la chaine canonique de matrice de transition
Q. Pour a € E, on pose

I(a) ={n >0, Q"(a,a) > 0}. (5.31)

Définition 5.8.2. Lorsque I(a) est non vide, on appelle période de a et on note d,
le pged de lensemble I(a). Si tous les états ont une période et que celle-ci vaut 1, la
chaine est dite apériodique.

Proposition 5.8.3. Si X est une chaine irréductible, tous les états ont une période et
c’est la méme.

Preuve:

Soient 2 # y. Puisquey — z etz — yona I(y) # 0 et pourn € I(y), ona Q" (y,y) > 0.
Comme z « vy, il existe ni et ny tels que Q™ (x,y) > 0 et Q"2 (y,z) > 0. Alors
QMM (z,x) > Q™ (2,y)Q" (y,x) > 0 et Q™ F" 2 (x,2) > Q™ (x,y)Q"(y,y)Q™ (y,x) >
0 donc d, divise n1 + ng et n1 +n +ng et donc n d’ott d, < dy. Par symétrie d, < d,
et dy =dy »

Remarque: Il résulte de la prop.5.8.3 que, si X est irréductible, elle est apériodique
des qu’un état est de période 1, en particulier des qu’il existe a € F tel que Q(a,a) > 0.

Lemme 5.8.4. Soit A C N* un ensemble stable par addition et de p.g.c.d. égal a 1.
Alors il existe N tel que A contienne tous les entiers > N.

Soit A" = AU {0}. L’ensemble (A’ — A’) est un sous groupe de Z qui est donc de la
forme dZ ot d est le plus petit élément non nul de (A’ — A’) et de plus (A’ — A’) contient
A. Tout élément de A étant divisible par d on en conclut que d = 1 et que donc il existe
a et b dans A’ avec a = b+ 1. On a nécessairement a € A et si b = 0 la preuve est
terminée, on peut donc supposer b € A. Alors entier N = b? convient puisque si n > N
on peut écrire n = b% +bg+r avec 0 <r <betdoncn=>bb+q—7r)+r(b+1)c A 4

Proposition 5.8.5. Supposons X irréductible et apériodique. Alors pour tous x,y € F,
il existe N tel que, pour tout n > N, Q™(x,y) > 0.

Preuve:
Soit a € E. 1l est immédiat que, si p,q € I(a), p+ q € I(a). par conséquent, d’apres
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5.8.4, il existe n tel que I(a) contienne tous les entiers > n. Considérons maintenant
x,y € E. 1l existe ny et ng tels que Q™2 (z,a) > 0, Q™3 (a,y) > 0 et pour n > nq, on a

QU (z,y) > Q" (2, a)Q" (a,a)Q™ (a,y) > 0

On choisit donc N =nq +ns +n3

Remarque 5.8.6. Il faut noter que, dans la prop.5.8.5, Uentier N dépend des états x
et y. Cependant elle montre que, si E est fini, il existe N tel que, pour tout n > N, la
matrice Q" ait tous ses termes strictement positifs.

Définition 5.8.7. Soit X = (2, Xp,,Ps) une chaine canonique et soit X' = (', X, )
une copie indépendante de X. On définit la chaine “couplée” Z par:

Z = (%, (Xn, X1), Pags) 0t Pagy =Py @ P

On vérifie facilement que Z, = (X,,X,,) est une chaine de Markov a valeurs dans

E x E, de matrice de transition () donnée par

Q(z,2"), (y,9") = Qz, Q" y")

Corollaire 5.8.8. Soit X une chaine irréductible, récurrente positive et apériodique.
Alors la chaine couplée est récurrente positive irréductible.

Preuve:

On vérifie facilement que Q" ((x, 2'), (v,v")) = Q™(z,y)Q™(«’,y’). On a donc (prop.5.8.5)
Q" ((z,2"), (y,y")) > 0 pour tout n assez grand, ce qui montre que la chaine Z est
irréductible. De plus si 7 est la probabilité invariante de X alors m ® 7 est une proba-
bilité invariante pour Z. Il ne reste plus qu’a utiliser la prop. 5.5.16 «u

Le résultat fondamental est:

Théoreme 5.8.9. Soit X une chaine irréductible récurrente positive apériodique de
probabilité invariante w. Alors cette chaine se stabilise. Plus précisément:

1. Pour toutes probabilités o, 3 sur E:

sup [aQ" (y) — BQ™(y)| —n 0
yeE

2. Il s’en suit que pour tous x,y € E,

Q" (z,y) —n 7(y)

Preuve:
On choisit un point fixé a € F et on pose R = inf{n > 0 ; Z, = (a,a)}. Puisque
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la chaine Z,, est récurrente irréductible on sait que Pogg(R < oo) = 1. Pour deux
fonctions f et g dans &, on a:

E(ues) (f(Xn)9(X})) = Ea(f(X0)Es(9(X))) = (aQ™(f)) (BQ™(9))

Par conséquent:
aQ"(f) = Ewepgf(Xn)

= E(a@ﬁ)(f(Xn)]-{R>n}) + Z E(a@ﬁ)(f(Xn)]l{R:k})

k=1

= Eaes(FXn)Lirsny) + O Eass) (Lir—i}) Ea f (Xn—k))
k=1

= Blaes) (X)) Ligsny) + D> Q" " f(a)Pags) (R = k)
k=1

La troisieme ligne est obtenue en écrivant X,, = X,,_j 00, et en appliquant la propriété
de Markov. On en déduit que [aQ"(f) — BQ™(f)| < 2[[f[|Pgp) (2 > n) et donc en
choisissant f = 1,3, I'inégalité fondamentale:

Q" (y) — BQ"(y)| < 2P(agp) (R > n)

ce qui prouve 1. Pour obtenir la seconde assertion il suffit de choisir 8 =7 «
Chaines de Doeblin

Vu leur importance, nous donnons une seconde démonstration des th.5.7.5 et 5.8.9
dans le cas particulier des chaines de Doeblin (qui concerne essentiellement les espaces
d’états finis). Elle a de plus 'avantage de préciser la vitesse de convergence.

Définition 5.8.10. On dit qu’une probabilité de transition Q vérifie la condition de
Doeblin s’il existe une probabilité v sur E et un réel p > 0 avec

Q(z,y) > pv(y), pour tout y € E

La constante p est nécessairement < 1 et on supposera dans la suite que 'on est pas
dans le cas trivial Q = v autrement dit que ’on ne peut pas choisir p = 1. Il existe
alors une probabilité de transition S telle qu’en posant ¢ =1 — p on ait:

Q(z,y) = pr(y) + ¢S(z,y)

On peut identifier I'espace des mesures signées et bornées sur F, soit My(E), a l'espace
(Y(E) en utilisant la norme: ||p|| = Y .5 |p(z)| Cet espace de mesures est alors un
espace de Banach réel et le sous ensemble M (E) est fermé, donc lui-méme complet.
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Théoréme 5.8.11. Soit QQ une probabilité de transition vérifiant la condition de Doe-
blin. Il existe alors une unique probabilité invariante A\ et pour toute probabilité u sur
E:

Q"™ = Al < 2¢"

De plus, la probabilité invariante est donnée par la formule X =p> o2 q"vS™

Preuve:
Soit p € My(E) de masse totale nulle:

pQy) = Zp y) +4S(z,y)) —qZp S(z,y)

Zy:po !<qz<|p ZSmy>ZQHPH

Par conséquent pour pq et g dans My (E) on a ||pu1Q—p2@|| < q||p1 —p2|| L’application
w— F(u) := uQ est donc globalement contractante sur I'espace complet M (E), d’ou
I’unicité du point fixe et la convergence de la suite p,, = p@Q™ a la vitesse ¢" vers ce
point fixe pour toute probabilité u. Il reste & montrer que ce point fixe, soit A, est bien
donné par la formule ci dessus, or une probabilité A est invariante si et seulement si
A = pr + g\S ce que 'on vérifie immédiatement sur la formule proposée u

QI

Corollaire 5.8.12. Soit Q une probabilité de transition et k un entier > 1 tels que QF
vérifie la condition de Doeblin. Il existe alors une unique probabilité invariante X. De
plus il existe des constantes C < oo et 0 < p < 1 tels que:

|pQ™ — A|| < Cp", pour toute probabilité p

Preuve:
On pose R = Q. Il existe donc une probabilité R invariante A avec ||uR™ — \|| < 2¢"
pour toute probabilité u. Si on choisit u = AQ alors

pR" = AQ" M = (AR™)Q = AQ

et 'on obtient donc que A est @) invariante. Il suffit ensuite d’écrire que sin = ks +r
avec 0 <r <k—1on a:

11Q" = All = [|nQ* " = AQ"|| < ||nQ* — Al| < 2¢° < Cp"
avec p=q/F et C =2/q »
Remarque 5.8.13. La convergence ci dessus peut aussi s’interpréter comme suit:
e En prenant p = ez, on obtient |Q™(z,y)—A(y)| < Cp™, pout tout couple (x,y) € E

e Pour toute fonction f bornée sur E on a |Q"f(z) — A(f)] <|f]lccCp"
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Les hypothéses de ce corollaire sont en particulier vérifiées sur un espace d’états fini
lorsqu’il existe une puissance de la matrice de transition possédant une colonne stricte-
ment positive et donc pour une chaine irréductible apériodique (voir 5.8.6).

Un exemple typique de chaine de Doeblin dans le cas d’un espace d’états infini est le
suivant:

Pour n > 1 soit (A4, B,,Cy) des variables aléatoires toutes indépendantes entre elles
et telles que:

e Les variables aléatoires A,, prennent les valeurs 1 et 0 avec les probabilités p et
1—p,avec 0 < p < 1.

e Les variables aléatoires B,, sont a valeurs dans un espace F' et de loi pu.
e Les variables aléatoires (), sont a valeurs dans un espace F et de loi v.

On se donne de plus une fonction f mesurable de F x F' dans E et on considere la suite
X, de variables aléatoires a valeurs dans E vérifiant:

Xnt1 = Cpta siApy1 =1
Xn+l = f(Xna Bn—l—l) si An+1 =0

On note S la fonction de transition de la chaine Z définie par Z,,11 = f(Z,, Bni1)-
Alors X, est une chaine de Markov de transition Q = pv + ¢5S.

5.9. Annexe

5.9.1. Récurrence et fonctions excessives

Définition 5.9.1. Une fonction f € €T est dite surharmonique ou excessive, si, pour
tout z, f(x) > Qf(x). Une fonction f € ET est dite harmonique ou invariante, si, pour

tout @, f(x) = Qf (x).
Une classe importante de fonctions excessives est fournie par les potentiels.

Proposition 5.9.2. Soit X une chaine irréductible récurrente. Alors toute fonction
excessive est constante.

Preuve:
Soit @@ la matrice de transition et A une mesure invariante strictement positive et finie
en tous points. On pose

A Aly)

Q('rv y) = WQ(ZL ZL‘),

() est une matrice de transition car

> Q) = 377 L AGIQa) = 575N =1
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On a alors
@) = 00w = > A1 e ) = 3 4 Q.o
et de méme \ \
@) = 35 0. Ty =3 BU00)

Ceci implique que U (z,y) = 400 et donc la chaine de matrice de transition @ est
irréductible récurrente. Soit f une fonction excessive et p(x) = f(z)A(z). La mesure p
est excessive pour () car

ZQ:z:y Zf Ay)f(y) = ply)

Le méme calcul montre que A est invariante pour Q et donc (prop.5.7.4) p(z) est
proportionnelle a A\(x) i.e. f est constante u

Proposition 5.9.3. Soit X une chaine de Markov irréductible. X est récurrente ssi
toute fonction excessive est constante.

Preuve:
Supposons que toute fonction excessive soit constante. Soient y € E et f(x) = P, (T, <
00). Vu que {T} 0 6; < 400} C {T, < +o0}, on a

Qf(x) =E;(Px,(Ty < +00)) =P,(T 001 < +00) <P (T, < +00) = f(x)

i.e. f est excessive et donc constante. Comme f(y) =1, f =1 et X est récurrente car
en utilisant la relation S, =1+ T, 06 on a:

Py(Sy <00) =Pu(Tp 00 <o0) =E;(Px,(Tp <0)) =1 u

5.9.2. Etude d’exemples

Probléemes de passage

On considere la chaine de Markov a valeurs Z de matrice de transition
Qx,z+1)=p, Qx,z—1)=gq
oup,q>0et p+qg=1. On pose pour a,b € Z, a <b, et C C Z,
To=inf(n >0, X,, € C), T =T, \T,.

On veut calculer, pour a < x < b, P,(T < +0), P,(T, < Tp) et Po(Tp < Ty). D’apres
le cor.5.6.6, u(r) = Px(T < +00) = Py (Tjsp[c < +00) est solution de

u(a) =1; u(b)=1; u(x) =Qu(x), a <z <b.
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On a donc pour a < < b, u(z) =1+ pu(z + 1) + qu(xz — 1) d’ott 'on tire

= L) —uz—1) =... = (L= (u(a —u(a)).

u(@+1) —u(@) = - (ulz) —u(z 1)) G ula+1) —ua))

Ecrivant u(z) — u(a) = 2522_1(11(?; +1) — u(y)), on obtient que, pour x > a,
u(x) = u(a) + 6o (x), 6 = ula +1) — u(a), da(z) =1+ g +... (g)x—a—l. (5.32)

Puisque u(a) =1 et u(b) =1 =1+ d¢4(b), on a d =0 et u(x) =P,(T < +00) = 1.
D’apres le cor.5.6.7, v(z) = Py (T, < Tp) = Po(X7y, o = a) est solution de

v(ia)=1; v(b)=0; v(z)=Qu(zr), a <x <b.
Vu (5.32), on a v(z) = v(a) + dog(z) et v(b) =0 =1+ d¢p4(b) d’ott § = —%L(b) et

Pa(b) — da(z)
¢a(d)

Comme P, (T, < Tp)+P.(Ty, < T,) = 1, on obtient finalement, pour a < x < bet p # q,

v(x) =

P, (T, < Tj) Gy -G P, (T} < T,) i
z\la b) = A\b—a _ ) z\Lb a) = Tqd\b—a _
(o —1 (D1
Si p = ¢, on obtient
b—x Tr—a
P, (T, <Tp) =——, P(Ipy <T,) =
(Ta <T) b—a (Ty < Ta) b—a

c’est & dire les formules cherchées.

Processus de naissance et de mort

Il s’agit de la chaine de Markov a valeurs N de matrice de transition

Q(0,1) = po, Q(0,0) = ro,
Q($7$+1) = Pz, Q(%,ZIS‘) = Tz, Q(x,x— 1) ={qz, T=> 17

oupy>0,79>0,pg+rg=1et,pourxz>1, py,qz >0,7. >0, p, +7,+¢q.=1. On

pose, pour a € N,
) _ da+1---9x

Pa+1---Px

La chaine est évidemment irréductible. Pour étudier sa nature, il suffit de calculer
U(0,0). Mais (cor.5.6.4) u(x) = U(x,0) est la plus petite solution positive de

Yala) =1, ~q(z , x> a.

u(0) =14 Qu(0), u(r)=Qu(x), x> 1.
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Cherchons d’abord une solution telle que u(0) < co. Dans ce cas, d’apres le principe du
maximum (5.5.2), u(x) est finie en tous points. On a donc u(0) = 1+pou(1)+reu(0) d’on
Pon tire u(1)—u(0) = —pio. On a alors, pour z > 1, u(z) = pyu(z+1)+ryu(x)+qu(z—1)
ie.

1qr...q: 1

= L (y(z) —u(z - =...=————=——"(x).
u(e +1) =~ u(a) = £ (u(x) ~ u(z - 1) Al ()

On en déduit, pour x > 1,

ul() - u(0) =—iz (+1) —u@) = —— ()
poyzo

®Si) , 70(y) < 400, u(z) — u(+o0) lorsque x — +oc et la plus petite solution positive
s’obtient en choisissant u(+00) = 0 ce qui donne u(0) = pio >y 0(Y)-
e Si >, Y0(y) = +oo, u(z) — —oc lorsque z — +o0 et il n’y a pas de solution avec

u(0) < 400. On a donc dans ce cas u(0) = +o00 ce qui implique u(z) = 400 pour tout
x, d’apres 'équation (5.5.2) et l'irréductibilité.

On a donc
1
U(.r,O) = +oo si Z’VO(@/) = +OO, U(.CL‘,O) = p_OZFYO(y) si Z’YO(Z/) < +00.
Y= ]

On en déduit que

si Zyo(y) = 400, X est récurrente, si Z’yo(y) < 400, X est transiente.

Yy
Remarquons que, pour tout a > 0,
q1 q1---qa—1 -qa
oy) =14+ —=+...+
Z’Y( ) p1 P1...Pa-1 Z%

ce qui montre que la nature de la chaine ne dépend que de (py, gz, © > a). Enfin vu
que, pour z > 0, U(z,0) =P, (Th < +00)U(0,0) (th.5.5.2), on a,

2=e )
>0 0()

P, (Ty < +00) = x> 0.

Passons a I'étude des mesures invariantes. On commence par chercher une mesure
réversible (def.5.3.7) i.e. vérifiant pour tous z,y € N, u(x)Q(z,y) = pu(y)Q(y, z). Dans
ce cas, ceci se réduit & pu(z)py = p(r + 1)gp+1 d’on
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Il existe donc toujours une mesure invariante et il existe une probabilité stationnaire
ssi

+oo

bo.-.-Pz—1

q1---4x

< 400.
r=1

Un cas particulier

Supposons que, pour tout x > 1, p, = p, gz = q. Alors y(z) = (%)z. La chaine

est transiente si p > ¢, récurrente si p < ¢. Elle admet une loi stationnaire, qui est

réversible, si Z(%)x < +ooie. sip<q.

5.9.3. Marches aléatoires sur Z°

Soit Y}, une suite de v.a. indépendantes & valeurs Z¢ de méme loi v définies sur (W,G,Q).
On pose
So=0, S, =Y1+...4Y,, n>1

On sait (5.3.5) que (S, Q) est une chaine de Markov de matrice de transition

Qx,y) =v(y — ).

Le processus (S,,Q) a donc méme loi que la chaine canonique (X,,Py) de matrice de
transition Q. Sion pose IT = > "72 v*F on voit que U(z,y) = II(y —2) et par conséquent
U(z,z) = U(0,0) = II(0). I s’en suit que tous les points de Z? sont de méme nature et
qu’il suffit donc de déterminer si 0 est récurrent ou non pour avoir la réponse pour tous
les autres points. Il faut bien noter que dans ce cas, il n’est pas nécessaire d’imposer
I'irréductibilité pour que tous les points soient de méme nature.

On pose
o0 =50 = [ dula) = 3 ),
zeZ’

on a donc

v(z) = (2m) /T TG dt, T = [

On a alors Q™(0,0) = Py(X,, = 0) = Q(S,, = 0). Mais Y}, a pour fonction caractéristique
¢(t) et S, a pour f.c. ¢"(t) d'out Q™(0,0) = Q(S, = 0) = (2m)~% [a ¢"(¢) dt.
On en déduit, pour 0 < r < 1,

Up(0,0) := > r"Py(X,, =0) =Y _r"(2m) " y " (t) dt

n>0 n>0
_ gy g _ (o) R — (97)—d v
— (27) /Tdnz;o ¢"(t)dt = (27) /le_m(tdt (27) /Ed%[l—mﬁ(t)]dt

a condition de justifier ce calcul. Mais, vu que |¢(t)| < 1,

1
1—r

1D rren)] <Y et (b)) <
n=0 n=0
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et on peut appliquer le th. de Lebesgue (on peut aussi majorer le reste).
Vu que (convergence monotone), lorsque r T 1,

U(0,0) = > r"Q"(0,0) 1 Y Q"(0,0) = U(0,0)

n>0 n>0
On a alors

Proposition 5.9.4. Soit S,, une marche aléatoire sur Z¢ de loi v. Les points de 7%

sont récurrents ssi 1
lim R————]dt = +00
i | Rl =+

Considérons maintenant la marche aléatoire élémentaire sur Z%. Soient

1

e1 =(1,0,...,0),...,e4=1(0,...,0,1) et v(e;) =v(—e;) = 20’

i=1,....d

On a

SHN

d

o(t) = Z cos ty,

k=1

Sur le complémentaire d’un voisinage de 0 de type Co = {||t|| < a}, dans T, la fonction
t — (1 —r¢(t)) est bornée inférieurement uniformément en r < 1 et par conséquent la
limite de 'intégrale est finie sur cet ensemble. Sur un tel voisinage, si « est suffisament
petit, la fonction r — 1/(1 —r¢(t)) est croissante positive et donc le théoreme de limite
monotone permet de se ramener a l'intégrabilité de 1/(1—¢(t)) sur Cy. Or 1/(1—¢(t))

est équivalente & 2d|[t|]| 72 et fCa 1_+¢(t)dt = oo ssi d < 2 puisque, en utilisant les

coordonnées polaires dans R? on obtient fCa |[¢]| 72 dt ~ [3 r%3 dr. Donc la marche est
récurrente si d < 2, transiente si d > 3. Il faut noter que, pour tout d, la mesure de
comptage \ sur Z¢ définie par, pour tout z € Z, A(z) = 1, est une mesure invariante.
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