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Preuve: Soit X,, une martingale convergeant dans L' vers une v.a. X. Puisque |X,| < |X|+|X — X,|,
on a sup,, IE|X,| < +oco. Donc (Th. 4.14), X,, converge p.s. vers X. On a alors, pour tout p, pour

tout A € Fp,,
/ XnpqpdlP = / X, dIP,
A A

et, faisant tendre p vers 400, vu que X,, 1, converge dans L',
pour tout A € F,, / X dIP = / X, dIP,
A A

ce qui signifie que X, = E(X | 7). o

Un intérét majeur des martingales régulieres est que pour elles le théoreme d’arrét prend une forme
particulierement agréable. Notons d’abord que si X;, est une martingale réguliere de limite X, la
martingale est fermée en ce sens que (X,,n € N) est une martingale i.e. vérifie la définition pour tout
m <n < +oo. Alors, si v est un temps d’arrét a valeurs N, X, est parfaitement définie par X, = X
sur {v = 4o0}.

PROPOSITION 4.19. Soit X, = IE(X | F,,), X € L', une martingale réguliére. Alors,

(i) si v est un temps d’arrét, X, est intégrable et X, = IE(X | F,),

(ii) si v1 < vy sont deux temps d’arrét, IE(X,, | F,,) = Xy,

Preuve: On sait que IE(X | F,) = E(X | F,) = X, sur {v =n},n € Netdonc X, = [E(X | F,) € L.
Quant a (i), vu que F,, C Fp,, ona E(X,, | F,) =FE(EX | F,) | F,) =EX |F,) =X, o

Ci-apres sont reproduits les exercices et problemes concernant les martingales a temps discret dont la
correction peut étre trouvée dans le livre “Martingales et Chaines de Markov” de P.Baldi,L.Mazliak
et P.Priouret, Editions Hermann, vademecum indispensable et économique de ’étudiant de DEA (!).

EXERCICE 4.20. a) Soit X = (Xp)n>0 une surmartingale telle que IE(X,,) soit constante. Montrer
que (Xp)n>0 est une martingale.

b ) Soit (Xpn)n>0 un processus intégrable adapté a la filtration (Fp)n>0. Montrer que (Xp)n>0 est une
(Fn)n>0-martingale si et seulement si, pour tout temps d’arrét borné T de (Fn)n>0, on a E(X;) =

E(Xy).

EXERCICE 4.21. Soit (Q,F,(Fpn)n>0,P) un espace de probabilité filtré sur lequel on considére deux
martingales (X )n>0 et (Yn)n>0 de carré intégrable.

a ) Montrer que, pour m <n, on a IE(X,,)Yy | Fin) = X Ym p-s.

b ) Montrer que IE(X,Y,) — IE(XoYo) = > i IE((Xt — Xi—1) (Y — Yi—1))-

EXERCICE 4.22. Soit (Q, F, (Fn)n>0,P) un espace de probabilité filtré sur lequel on considére une
martingale réelle (My)n>0 telle que, pour tout n > 0, |M,| < K. On pose

|
X, = — (M — Myp_q).
;k(k k—1)

Montrer que (X,)n>1 est une (F,)n>0-martingale qui converge p.s. et dans L*.

EXERCICE 4.23. Soit (Y,)n>1 une suite de v.a. indépendantes de méme loi normale N(0,0?), ou
o>0. Onpose Fp,=0(Y1,...,Yn) et X, =Y1+---+Y,. On rappelle que

E(e"™Y1) = "*0"/2, (4.5)

1) Soit ZU = exp(uX,, — nu?c?/2). Montrer que, pour tout u € R, (Z%),>1 est une (Fp)n>1-mar-
tingale.

2 ) Montrer que, pour tout u € R, (Z¥)p>1 converge p.s. vers une v.a. ZY finie. Que vaut cette
limite? Pour quelles valeurs de w € R, (Z!)p,>1 est-elle une martingale réguliére?
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EXERCICE 4.24. On dit qu’un processus (Mpy)n>0 est @ accroissements indépendants si, pour tout n,
la v.a. My11 — M, est indépendante de la tribu F,, = o(My, ..., My,).

1) Soit (My)n>0 une martingale de carré intégrable et a accroissements indépendants. On pose
08 = Var(My) et, pour n > 1, o, = Var(My — My_1).

la ) Montrer que Var(M,) = > }_, 0f.
1b ) Soit ((M)n)n>0 le processus croissant associé a (My)n>o0 . Calculer (M)y,.

2 ) Soit (My)n>0 une martingale gaussienne (on rappelle que le processus (My)n>0 est gaussien si,
pour tout n, le vecteur (M, ..., M,) est gaussien).

2a ) Montrer que (My)n>0 est a accroissements indépendants.

2b ) Montrer que, pour tout 0 € R fixé, le processus

70 = oM =5 (M) (4.6)
est une martingale. Cette martingale converge-t-elle p.s.?
EXERCICE 4.25. Soit (Xy,)n>0 une suite de v.a. a valeurs [0,1]. On pose F,, = o(Xo,...,Xn). On
suppose que Xo = a € [0,1] et que
Xn

P(Xnp =5

1) Montrer que (Xy)n>0 est une martingale qui converge p.s. et dans L? vers une v.a. Z.
2 ) Montrer que IE((Xnt1 — X5)?) = 1E(X,(1 — X)).
3 ) Calculer IE(Z(1 — Z)). Quelle est la loi de Z?

1+ X,

]—'n> —1-X,, 1P<Xn+1 -

J-'n> — X,

EXERCICE 4.26. A linstant 1 une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On tire une
boule et on la remplace par deuzx boules de la méme couleur que celle tirée, ce qui donne la nouvelle
composition de l'urne a l'instant 2, et ainsi de suite suivant le méme procédé.

On note Y, et X,, =Y, /(n+ 1) le nombre et la proportion de boules blanches dans l'urne a l'instant
n. On pose Fp, = o(Y1,...,Yn).
1) Montrer que (Xp)n>1 est une martingale qui converge p.s. vers une v.a. U et que l'on a, pour
tout k > 1, lim IE(XY) = FEU").
n—-+00
2 ) On fixe k > 1. On pose, pour n > 1,
7 YoV +1)..(Yo+Ek— 1)_
" n+1)(n+2)...(n+k)

Montrer que (Zy)n>1 est une martingale. Quelle est sa limite? En déduire la valeur de IE(U¥).

3 ) Soit X une v.a. réelle telle que | X| < M < 400 p.s. Montrer que sa fonction caractéristique se
développe en série entiére

> »F) (0

o)=Y ¢ k'( )i (4.7)
k=0 ’

pour tout t € R.

4 ) Quelle est la loi de U?

EXERCICE 4.27. (Une preuve de la loi 0-1 de Kolmogorov par les martingales) Soit (Y,,)n>1 une suite
de v.a. indépendantes. On définit

Fa=oVi, V), Fa=o(|J 7))

F'=0(Yn,Yoi1,...), F=[]F"
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1) Soit A€ F>°. Montrer que IP(A) =0 ou 1.
(Suggestion: Z, = IE77(14) est une martingale ... ).
2 ) Montrer que, si X est une v.a.r. F°-mesurable, X = a p.s.

EXERCICE 4.28. (Une preuve par les martingales inverses de la loi forte des grands nombres) Soit
(Yo)n>1 une suite de v.a. réelles, indépendantes, de méme loi et intégrables. On pose Sop = 0,
S, =Y1+---+Y, etgn:J(Y1+---+Yn,Yn+1,Yn+2,...).

1) Montrer que, pour 1 <m < n, E9(Y,,) = E9"(Y1) p.s. et en déduire que IE9" (Y1) = S, /n p.s.
2 ) Que peut-on dire de la convergence de Z, = IE9 (Y1) ?
3 ) Montrer que X = IE(Y7) p.s.

EXERCICE 4.29. Soit (Q, F, (Fn)n>0, (My)n>0, IP) une martingale de carré intégrable. On note A, =
(M),, le processus croissant associé et Aso = lim, oo T Ap. On a vu que cette martingale converge
p.s. sur Uévénement {As < +00}. Dans cet exercice, on précise ce qui se passe sur {Ao = +00}.
On pose

n

My, — My
Xo=0, Xp=» ————— n>1
Py 1+ A

1) Montrer que (Xy)n>0 est une martingale de carré intégrable et que

1 1
E7 (X, — X,-1)?] < - :
(Ko =Xl S g T~ 174,

En déduire que (X)n, <1 pour tout n et que (X, )n>0 converge p.s.

2a ) Soient (an)n>0 une suite de nombres strictement positifs telle que liI_’I_l 1 ap =400 et (un)n>o0
> Lo >

une suite de nombres réels convergeant vers u. Montrer que

1 n
- Z(ak —ag_1)uy — U
™ k=1

n—oo

2b ) (Lemme de Kronecker). Soient (an)p>0 une suite de mnombres strictement positifs telle que

lirf 1 ap = 400 et (zp)n>0 une suite de nombres réels. On pose s, = x1 + -+ + x,. Montrer que
n—-+0oo -

si la série de terme général x, /s, converge, alors
. Sn
lim — =0.
n—-+00 Gy,

3 ) Montrer que, sur {Asx = 00}, Myp/An —n—000 p.s.

EXERCICE 4.30. Soit (Z,)n>1 une suite de v.a. indépendantes telles que IP(Z; = 1) = IP(Z; = —1) = §
pouri=1,2,... On pose Sy =0, S, =Z1+ -+ Z,, Fo=1{Q,0} et F, = 0(Z1,...,Zy). Soient a
un entier > 0 et T = inf{n > 0,5, = a} le premier temps de passage par a.

a ) Montrer que
0 eaSn

X v
" (cosh@)»
est une (Fp)n>0-martingale. Montrer que, si 6 > 0, (Xgm)nzo est une (Fp)n>0-martingale bornée.

bl ) Montrer que, pour tout 6 >0, (X?

9 o )n>0 converge p.s. et dans L* vers la v.a.

0 eGa

= (COST)Tl{T<+OO}
b2 ) Montrer que IP{T < +o0} =1 et que, pour tout 6 > 0,
IE[(cosh#) "] = e~ %,

(4.8)
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EXERCICE 4.31. Soit, comme dans l'Exercice 4.30, (Zyp)n>1 une suite de v.a. indépendantes telles
que P(Z; = 1) = IP(Z; = —1) = % pour i = 1,2,... On pose Sg = 0, S, = Z1 + -+ + Zy,
Fo={Q,0} et F, = 0(Z1,...,%Zy). Soient a un entier > 0 et X\ un réel tel que 0 < X\ < 7/(2a). Soit
T =inf{n > 0,|S,| = a} le temps de sortie de | — a,a].
a ) Montrer que X, = (cos \) """ cos(ASy,) est une (Fy)n>0-martingale.
b ) Montrer que

1 = IE(Xprr) > cos(Aa)IE((cos \) 7).
¢ ) En déduire que IE((cos \)~7) < (cos(Aa)) ™! puis que T est p.s. fini et que la martingale (Xpnr)n>0
est réguliére.
d ) Que vaut IE((cos\)™7)? A-t-onT € LP,p>17?
EXERCICE 4.32. Soit (Sy)n>0 une marche aléatoire simple sur Z: So =0, S,, = Ui +- - -+Uy, ot les v.a.
U; sont indépendantes et de méme loi et telles que 0 < IP{U; =1} =p < 1,IP{U; = -1} =1—p:=q.

a ) Soit Z, = (9)5*. Montrer que (Z,)n>0 est une martingale positive.

P
b)
Déduire d’une inégalité maximale appliquée a la martingale (Zy,)n>0 que
P k
P{sup Sn > k:} < <7)
n>0 q
et que, lorsque q > p,

E(supS’n) < P
n>0 q—p

EXERCICE 4.33. On considére une suite (X, )n>1 de v.a. réelles indépendantes de méme loi normale
N(m,c?) avec m < 0 et on pose Sy = 0,

et
B, = o(So,...,5n) W =supS,.

n>0
Le but de cet exercice est de montrer certaines propriétés de la v.a. W.

1) Montrer que IP(W < 4o00) = 1.
2 ) On rappelle que, pour X réel, IE(e?1) = eNo?/2eim Que vaut IE(en+1 | B,)?
8 ) Montrer qu’il existe un Ao > 0 unique tel que (e*05"),5q soit une martingale.

4 ) Montrer que, pour tout a > 1, on a

1
PV > a) < -
a
et que, pourt >0, IP(W > t) < e Mot
5 ) Montrer que
+oo
EEWV)=1+ )\/ AMP(W > t) dt (4.9)
0
et en déduire que, pour tout A < Ao, IE(e™V) < 4+o00. En particulier la v.a. W a des moments de tous
les ordres.

EXERCICE 4.34. Soit (Q, F, (Fn)n>0, (Xn)n>0, IP) une sous-martingale telle que sup,,>q IF|X,| < +00.
1) Montrer que, n étant firé, la suite (IE7n (X, ))p>n est croissante en p.
2 ) On pose M, = limy_, T IET" (X;). Montrer que (My)n>0 est une martingale positive intégrable.

3 ) On pose Y, = M, — X,,. Montrer que (Yy)n>0 est une surmartingale positive intégrable.
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Remarque: On conclut donc que toute sous-martingale bornée dans L! s’écrit comme la différence
d’une martingale et d’une surmartingale positives intégrables (décomposition de Krickeberg).

EXERCICE 4.35. Soit (Yn)n>0 une suite de v.a. indépendantes et de méme loi telles que IP(Yy, = 1) =
PY,=-1)= % On pose By = {0,Q}, B, =0(Y1,...,Y,) et S5o=0,5S, =Y1+---+Y,,n>1. On
considere le processus défini par

My =0, M, =) sign(Sg—1)Ve, n=12,...
k=1

1) Quel est le compensateur de la sous-martingale (S2)n>0?
2 ) Montrer que (My)n>0 est une martingale et calculer le compensateur de (M?2),>0.

3 ) Quelle est la décomposition de Doob de (|Sn|)n>0? En déduire que M, est mesurable par rapport
a la tribu o(|S1], ..., [Snl])-

EXERCICE 4.36. Soient p et ¢ deux probabilités sur un espace discret E telles que p # q et q(x) > 0
pour tout x € E. Soit (Xy,)n>1 une suite de v.a. indépendantes a valeurs E et de méme loi q. Montrer

que la suite
n
p(Xk)
-
! kl_Il q(Xk)

est une martingale positive dont la limite p.s. est 0. La martingale est-elle réguliére? (Suggestion:
calculer la moyenne de \/Yy,.)

EXERCICE 4.37. Soit (Yy,)n>1 une suite de v.a. positives indépendantes d’esperance 1 et Fo = {0, 2},
Fn=0rk<n). On pose Xo =1 et X, = [[;_; Y&.

1) Montrer que (Xy)n>0 est une martingale pour la filtration (Fy,)n>0 et en déduire que (v/Xp)n>0
est une surmartingale.

2 ) On suppose que [re; IE(VYy) = 0. Etudier la convergence et la limite de (v X, )n>0 et puis de
(Xn)n>0- La martingale (X,,)n>0 est-elle réguliére?

8 ) On suppose que [[req IE(V/Yr) > 0. Montrer que (v/Xn)n>0 est une suite de Cauchy dans L* et

en déduire que la martingale (Xp)p>0 est réguliére.

EXERCICE 4.38. Le but de cet exercice est de fournir une version du Lemme de Borel-Cantelli pour
une famille de v.a. non nécessairement indépendantes, ce qui est souvent utile. On rappelle que, pour
une martingale (My)n>0, les trois conditions

sup IE(|M,|) < +oo, sup IE(M,") < +oo, sup IE (M, ) < +o0
n>0 n>0 n>0

sont équivalentes.

Soient (0, F, (Fn)n>0,IP) un espace de probabilités filtré et (Y, )n>1 une suite de v.a. positives,
intégrables, adaptées (pas nécessairement indépendantes).

la ) Onpose Xg=0,X,, =Y1+---4Y,. Montrer que (X,,)n>0 est une sous-martingale et déterminer
le processus croissant associé (Ap)n>1.

1b ) Montrer que, pour tout a > 0, 7, = inf{n, Ap41 > a} est un temps d’arrét.

Ic ) On pose Z, = X, — An. Montrer que, pour tout n, Z,,, < a. En déduire que (Znar,)n>0
converge p.s.

1d ) Montrer que {lim, o T Ay < 400} C {lim,,—oo T X, < 400} p.s. (suggestion: se placer sur
{7a = +00}).
2 ) On suppose, de plus, que sup,>1 Yn € LY. Montrer que

{lim T X, <400} ={lim T A4, <+oc} p.s.
n—oo n—oo
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(on pourra introduire le temps d’arrét o, = inf(n, X,, > a) et considérer Z:/\Ja).
3 ) Soit (By)n>1 une suite d’événements adaptés. Montrer que
{Z PF1(B,) < +oo} - {Z 1p, < +oo} p.s..
n>1 n>1

EXERCICE 4.39. Soit (Xy)n>1 une suite de v.a. réelles, de carré intégrable, adaptées, définies sur
(Q, F, (Fn)n0, IP), et (02)n>0 une suite de nombres positifs. On suppose que p.s., pour tout n > 1,

E71(X,) =0, FE’1(X2) =02 p.s.

(cette condition est satisfaite, par exemple, si les v.a. (Xp)n>1 sont indépendantes centrées et de
variance finie). On pose So = 0, Ag = 0 et, pourn >1, S, = X1+ + X, Ay = 02 +--- + 02,
Vi, =52 A,.

1) Montrer que (Sp)n>0 €t (Vn)n>0 sont des martingales intégrables.
2 ) Montrer que, siy peq 0r < +00, (Sp)n>0 converge p.s. et dans L.

3 ) On suppose que (Sp)n>0 converge p.s. et qu’il existe une constante M telle que, pour tout n > 1,
| Xn| < M p.s. Poura >0, on pose 7, = inf{n > 0;[S,| > a}.

3a ) Montrer que, pour tout n, IE(S2,, ) = E(Annr,)-
3b ) Montrer qu’il existe a > 0 tel que IP(1, = +00) > 0.
Sc ) En déduire que Y po | 0% < +00.

Remarque: Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. réelles, centrées, indépendantes, de carré intégrable. I est
clair qu’une telle suite vérifie les hypothéses de cet exercice. On a donc retrouvé les résultats classiques:

(i) sid po, Var(Xy) < 400, alors > ;2| Xj converge p.s.,

(ii ) siles v.a. Xy sont uniformément bornées, alors > ;- Xj converge p.s. si et seulement si
> pe Var(Xy) < +o00.

EXERCICE 4.40. Soit (2, F, (Fn)n>0, (My)n>0, IP) une martingale de carré intégrable et notons A, =
(M), le processus croissant associé. On pose T, = inf{n > 0; A, 11 > a?}.

1) Montrer que T, est un temps d’arrét.

2 ) Montrer que IP(sup,>q |[Muar,| > a) < a”2IE(Ax A a?).

3 ) Montrer que

]P(sup | M| > a) < IP(Ay > d®) + ]P(Sup | Moz, | > a). (4.10)
n>0 n>0

4 ) Soit X une v.a. positive. Montrer, en appliquant le théoréme de Fubini, les deuz relations

A
/ P(X >t)dt = IE(X A X) pour tout \ € [0, +00],
0
/ a2E(X Aa?)da = 2E(VX).
0

5 ) Montrer que IE(sup,,>q |My|) < 3IE(V/As), (on pourra intégrer (4.10) par rapport i a de 0 ¢ +oo
6 ) Soit (Yn)n>1 une suite v.a. centrées, indépendantes, de méme loi et de carré intégrable. On pose
So=0, Fo={Q,0} et, pourn>1,S,=Y1+---+Y,, F,=0Y1,...,Y,). Montrer que si T est un
temps d’arrét tel que IE(\/T) < 400, alors IE(S;) = 0.

Remarque: Il est interessant de comparer le résultat de la question 6) avec celui de la partie A de

IExercice 4.42 pour m = 0. On en déduit que le temps de passage T de la partie A4) de I’Exercice
4.42 est de plus tel que IE(\/T) = +o0.
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EXERCICE 4.41. Sur un espace de probabilité (Q, F, IP) on considére des v.a. X} ,n=1,2,...,i=1,2,
indépendantes et de Bernoulli B(1,%). On pose S% = >"7_; Xi, v; = inf{n; S! = a} ot a est un entier
> 1. On pose v =11 A\ vs.

1) Montrer que IP(v; < +00) = 1,1 =1,2.
2 ) On pose, pouri=1,2 et tout n > 0,
M. =2S. —n, MY = (28!, —n)(25) —n) —nd; ;
ot &;; =1 sii=j et =0 sinon. Montrer que (M_), et (MY, sont des martingales par rapport a la
filtration
Fn=0(X},i=1,2,k <mn).
3 ) Montrer que IE(v) < 2a.
4 ) Montrer que IE(MY7) = 0.
5 ) Montrer que IE(|S: — S2|) < \/a (suggestion: considérer la martingale Ma™ — 2Mp? + Mp?).

EXERCICE 4.42. (Identités de Wald) Soit (Yy)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes, intégrables,
de méme loi. On pose m = IE(Y1), So = 0, Fo = {Q,0} et, pour n > 1, S, = Y1 + -+ Y,,
Fn=0Y1,...,Yy). Soit v un temps d’arrét intégrable.

A1) On pose X, =S, —nm. Montrer que (X,)n>0 est une martingale.
A2 ) Montrer que, pour tout n, IE(Syry) = mIE(n Av).
A3 ) Montrer que S, est intégrable et que IE(S,) = mIE(v) (considérer d’abord le cas Y, > 0).

A4 ) Supposons IP(Y, = —1) = IP(Y,, = 1) = 3, pour tout n et T = inf{n; S, > a}, ot a est un entier
> 1. Dans U’Exercice 4.30, on a montré que T < 400 p.s. Montrer que T n’est pas intégrable.

B ) On suppose de plus que IE(Y£) < +oo et on note o = Var(Y1). On suppose d’abord que m = 0

et on pose Z, = S2 — no?.

B1 ) Montrer que (Zyn)n>0 est une F,-martingale.

B2 ) Montrer que, pour tout j < k, IE[Yj11<2Yilgr<y] = 0 puis que B[y 22, V21 <,n] < 400
(suggestion: on utilise A)).

B3 ) Montrer que (Spay)n>0 est une suite de Cauchy dans L?. En déduire que Spny —n—oo Sy dans
L2,

B4 ) Montrer que IE(S2) = o2IE(v).
B5 ) On ne suppose plus m = 0. Montrer que IE((S, — mv)?) = o2IE(v).

EXERCICE 4.43. Soit (Q,F,(Fn)n>0,IP) un espace de probabilité filtré et v une mesure finie sur
F = Foo. On suppose que, pour tout n > 0, IP domine v sur F, et on note X, la densité de
Radon-Nikodym: X,, est donc F,-mesurable et

v(A) = / X,dIP
A
pour tout A € F,, (en particulier X, > 0).
a ) Montrer que (Xy)n>0 est une martingale.
b ) Montrer que (Xp)n>0 converge p.s. vers une variable intégrable X .
¢ ) Montrer que si IP domine v sur Fu, X est la densité de Radon-Nikodym correspondante.

d ) On suppose que les deux mesures v et IP sont étrangéres sur Foo, ¢’est a dire qu’il existe S € Foo
tel que IP(S) =1 et v(S) = 0. Montrer qu’alors X =0 p.s.
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EXERCICE 4.44. Soit (X,)n>0 une martingale intégrable définie sur un espace (2, F, (Fp)n>0,P) et
soit v un temps d’arrét vérifiant

n—oo

P < +00) =1,  E(X,]) < +oo, / X, [dP — 0.
{v>n}

1) Montrer que

/ IX,|dP — 0
{v>n} n—oo

2 ) Montrer que IE(|Xynn — Xu|) — 0.
3 ) En déduire que IE(X,) = IE(Xy).

EXERCICE 4.45. (Un résultat d’arrét pour un temps d’arrét non borné) On considére une surmartin-
gale intégrable (U, F, (Fn)n>0, (Xn)n>0,P). On suppose qu’il existe une constante M telle que, pour
toutn > 1,

E}—n_l(’Xn - Xn—l‘) <M p.s.

1) Montrer que, si (Vy)n>1 est un processus positif tel que, pour tout n > 0, V,, soit F,—1-mesurable,

on a o o
E(YValXo = Xo1l) < ME(YVa),
n=1 n=1

2 ) Soit v un temps d’arrét intégrable. On rappelle que IE(v) =}, -, IP{v > n}.
2a ) Déduire de 1) que IE(Y_, <1 L{ysn}|Xn — Xn-1]) < +o0.
2b ) Que vaut Y-, 1 1iy>n)(Xn — Xno1)? En déduire que X, est intégrable.
8 ) Montrer que (X,np)p>0 tend vers X, dans L' lorsque p — oo
4 ) En déduire que , si vy < vy sont deux temps d’arrét avec vy intégrable, on a
E(X,, | F,) <X,
(on peut se servir du fait suivant: si A € F,,, alors AN{v1 < k} € Fy nk, aprés Uavoir prouvé ... ).

EXERCICE 4.46. 1 ) Montrer qu’une martingale est réguliére si et seulement si elle est équiintégrable

(Voir Ezercice 2.5).

2 ) Soit (Xn)n>0 une martingale verifiant
sup IE[| X, |log™ | X,|] < +o0. (4.11)
n>0

Montrer que (Xp)n>0 est une martingale réguliére.

Remarque:Le résultat le plus important de cet exercice est le suivant: une martingale est réguliere si
et seulement si elle elle est équi-intégrable, c¢’est-a-dire vérifie la condition

sup/ | Xp|dlP  — 0.
n>0 J{|Xn|>a} a—=+00

EXERCICE 4.47. Soit (2, F, IP) un espace de probabilité. On suppose que la tribu F est séparable i.e.
qu’il existe une famille dénombrable (Fy,)n>1 d’événements tels que F = o(F,,n > 1). Soit Q une
probabilité sur (2, F) absolument continue par rapport a IP, i.e. vérifiant Q(A) =0 si IP(A) = 0.

la ) Soit (Ap)n>1 une suite d’événements tels que Y -2 IP(A,) < +o0o et vérifiant, pour tout n,
Q(A4,) > a> 0. Soit A=limsup ,,_,o, An. Montrer que IP(A) =0 et Q(A) > a.

1b ) En déduire que, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que IP(A) < n implique Q(A) < €.

2 ) Montrer qu’il existe une famille dénombrable Py, = (G k)1<k<r(n) de partitions finies de () telle

que
fn = O’(Fl,... ,Fn) = U(Pn)
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3) SoitI,={ke{l,...,r(n)}, IP(Gpnx) > 0}. On pose
X, = —1 .
Z P(Gypr) G,k
kel, ’
Montrer que (Xy)n>1 est une (Fp)n>0-martingale qui converge p.s.

4 ) Montrer que la martingale (X;,)n>1 est équi-intégrable (utiliser 1b)) et en conclure qu’elle converge
dans L.

5 ) Montrer que, pour tout A€ F, Q(A) = [, X dIP, ot X = limy, o0 X,.

Remarque: Cet exercice présente une démonstration du théoréme de Radon-Nikodym pour une tribu
séparable. On peut, mais c’est assez technique, étendre cette démonstration auz tribus quelconques.

EXERCICE 4.48. Sur ’espace de probabilité filtré (U, F, (Fn)n>0, IP) on considére une sous-martingale
(Xn)n>0 telle que Xg = 0. Soit (Ap)n>0 son compensateur. On a déja vu comment déduire des
informations sur la convergence d’une martingale, a partir du comportement du processus croissant
associé. Dans ce probleme on va plus a fond sur cette question.

1) On suppose que X,, > 0 pour tout n et on pose, pour a >0, o, =inf(n > 1, Ap41 > a).
la ) Montrer que o, est un temps d’arrét.

1b ) Montrer que IE[X,ps,] < a.

lc ) En déduire que (Xp)n>0 converge p.s. sur {og = +00}.

1d ) Montrer que, p.s.,

{Ax < +o0} C { X, converge} C {suan < —|—OO}.
n>0

On pose, pour a > 0, 7, = inf(n > 1,X,, > a). On dit que (X,)n>0 est de classe Ct si, pour tout
a >0,
E[<A7a)+1{fa<+oo}] =Gy < +00

ou A, = X, — X1, n > 1 (en particulier (X,)n>0 est de classe Ct si IE(sup,,>o | Xy — Xn-1]) <
M < +o0 pour tout n > 0).

2 ) On suppose que (Xp)n>0 est de classe Ct (on ne suppose plus X, > 0).

2a ) Montrer que IE[X ] 1¢; <io0y] < a+ Ca, puis que E[X,},. ] < 2a+ C,.

2b ) En déduire que sup,,>q IE| Xyar,| < 400, puis que (Xn)n>0 converge p.s. sur {7, = +oo} (utiliser
I’égalité |x| = 22+ — ).

2c ) En déduire que p.s. {X,, converge} = {sup,>q X, < +00}.

2d ) Montrer que IE[Annr,] = E[Xnrr] < 2a + C,. En déduire que IE[A;,] < +oc0 et que, p.s.,
{7a = +00} C {Ax < +o00}.

2e ) Montrer que p.s. {sup,>q X, < +00} C {Ax < +00}.

2f ) On suppose de plus que X, > 0 pour tout n; montrer que

{X,, converge} = {sup Xn < —i—oo} ={Ax < +o0} p.s.
n>0

8 ) On suppose que (Xn)n>0 est une martingale satisfaisant a la relation IE(sup,>q|An|) < +o0.
Montrer que p.s.

Q= {X,, converge} U {lim sup X,, = +o0, liminf X,, = —oo}.

N—00 n—00

4 ) Soit (Bp)n>1 une suite d’événements adaptés. Montrer que p.s.

[ PPt (B,) < oo} = {3 1, < +20).
n=1 n=1
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5 ) Soit (My,)n>0 une martingale de carré intégrable, nulle en 0, et ((M)y)n>0 le processus croissant
associé. On pose A, = (M),
5a ) Montrer que la sous-martingale X,, = (M, + 1)? a pour compensateur (Ay)n>0-
5b ) En déduire (utiliser 1)) que p.s.
{Aw < 400} C {M,,converge}.

5¢ ) On suppose de plus que IE(sup,>q|Mny1 — My|*) < +00. Montrer que p.s.

{Ax < +o0} = {M,, converge}

{Ano = +o0} = {Timy 4 oo My, = +00,lim, M, = —oo}.
(une inégalité utile: |y* — 2% < |y — z|? + 2|z||ly — =|).

EXERCICE 4.49. Dans ce probléme on montre, avec une méthode probabiliste, que toute fonction Lip-
schitzienne est primitive d’une fonction mesurable bornée.

Soient f:[0,1] — R, une fonction Lipschitzienne de constante de Lipschitz L > 0 et X une v.a. d
valeurs [0,1], de loi uniforme. On pose

[2’;(] et Zn=2"(f(Xn+ 2) — f(Xn))

ol [x] désigne la partie entiére du réel x.

X, =

a ) Etudier la convergence de (Xy,)n>0-
b ) Montrer I’égalité de tribus

() o(Xn, Xni1,...) = o(X).

n>0
¢ ) Déterminer la loi conditionnelle de Xp41 sachant (Xj)r<n. En déduire que (Zy,)n>0 est une
martingale bornée.

On note Zs sa limite p.s. et dans L'.
d ) Montrer qu’il existe une fonction g borélienne telle que Zy = g(X).
e ) Calculer la loi conditionnelle de X sachant X,, et montrer que p.s.,

. Xn+tsm
Zn =2 /X g(u)du.

[ ) Déduire que pour tout k,n,0 <k <2"—1,

f(x) — £(0) = /0 * g(u)du. (4.12)

EXERCICE 4.50. Soit (Yy,)n>1 une suite de v.a. a valeurs dans Z, indépendantes et de méme loi p. On
suppose que IE(Y;) =m <0 et IP(Y;=1)>0,IP(Y; >2)=0. On pose X0 =0,X,, =Y1+---+Y, et

W =sup X,,.
n>0

Le but de ce probleme est de trouver la loi de W.
a ) Montrer que W < 400 p.s.

bl ) Soit X une v.a. réelle. On note M(X\) = IE(e’X) sa transformée de Laplace (éventuellement
M(X) = +00) et Y(N) = log M (X). Montrer que v est une fonction conveze (suggestion: on utilise
linégalite de Hélder).
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b2 ) On pose M()\) = IE(eM1) et ¥(\) = log M()\). Montrer que ¥(\) < +oo pour tout A\ > 0.
Que vaut ' (0+)? Montrer que (X)) — 400 pour X — 400 et qu’il existe un A\g > 0 unique tel que
(o) =0 et que de plus ' (Ng) > 0.
¢ ) On considére la mesure sur Z
v(k) = ek (k).
Montrer que v est une probabilité. Soit (f/n)nzl une suite de v.a. indépendantes et de méme loi v
et Xo = 0,X, = Y1+ -+ Y, Montrer que E(Y,) > 0. Montrer que, si Y, = (Y1,...,Y,) et
Yo =Y1,...,Y,), on a, pour tout borélien A C R,
P(Yn € A) = E(1 5 g0 %), (4.13)
d ) Montrer que (e*%Xn),5q (resp. (e”‘of{n)
Fon=01,....Y,) (resp. Fu=0Y1,...,Yy)).
e ) On pose 7, = inf{n; X,, > k}, 7, = inf{n; X,, > k}. Montrer que
P(Tk <n)= E(l{f'kén}e_)\oxn) = E(l{‘?kén}e_)\ox;k) =
= e MkP(R < n).

n>0) sont des martingales par rapport a la filtration

(4.14)

) Montrer que IP(Ty, < +00) =1 et que W a une loi géométrique de paramétre 1 —e 2. Déterminer
Ao dans le cas P(Y; = —-1)=¢q,P(Y;=1)=p, avec 0 <p < g < 1.

EXERCICE 4.51. Sur (Q, F, (Fn)n>0,IP), on considére une probabilité Q dominée localement par IP:
pour tout n > 0, il existe une variable aléatoire &, > 0, F-mesurable telle que pour tout A € F,

Q(A) = E(nla).
On a vu dans UExercice 4.43 que (&,)n>0 est une martingale, d’espérance 1. Le but de cet exercice

est de déterminer certaines transformations qui changent les martingales par rapport o IP en des
martingales par rapport a Q. On notera IEP et IEg les espérances par rapport a IP et Q respectivement.

On pose oy, = 5n§;}11{§n71>0}' On suppose que pour tout n, les variables &, et o, sont bornées
IP-p.s. Ceci implique en particulier que toute variables aléatoire Y Fp-mesurable et IP-intégrable est
également Q-intégrable.

Soit (My)n>0 une IP-martingale. On pose

n
M, = M, — ZEIPIPA(O‘:D(MP — Mp-1))
p=1
(cette expression a un sens en vertu des hypothéses précédentes).

a ) Montrer que, pour tout n € N, {§, = 0} C {&,41 =0} P-p.s.
b ) SoitY une v.a. positive F,-mesurable. Calculer Eg"_l(Y). En déduire IE(S"_I(Y) siY est

IP-intégrable et Fy-mesurable.

¢ ) Montrer que (M])n>0 est une Q-martingale.

d ) On reprend la martingale de I’Ezercice 4.30,

0 @5
&n = (cosh §)»’

ol (Sp)n>0 est la marche aléatoire symétrique simple (Sy, = > U;, ot les (U;)i>1 forment une suite

de variables indépendantes a valeurs +1 ou —1 avec probabilité %) Soit Q une probabilité sur €2 telle

que sa restriction a Fy, notée Q £, , satisfait a

Qr, =&.Py,.

Expliciter la Q-martingale (S),)n>0 associée a (Sy)n>0-
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EXERCICE 4.52. Dans ce probléme on applique un résultat de convergence de surmartingales positives
a l’étude d’un algorithme stochastique.

Soit (Q, F, (Fn)n>0, IP) un espace de probabilité filtré.

A ) (lemme de Robbins-Siegmund) On considére (Zp, Bn,&nsn)n>0, des v.a. positives, adaptées,
finies p.s. On suppose que, pour tout n > 0,

On va établir un critére de convergence p.s. pour la suite (Zy)n>0-
A1) On pose

n

a_1 = 1, Qn = H(l +ﬁk>_17

k=0
Zrlz = an-1Zn, 57,1 = anén, "7;1 = Qnlin.
Montrer que
BT (Zy41) < Zy + & — 1,
et que U, = Z!, — Z;%(&; — 1) est une surmartingale.
A2 ) Soit a > 0. On consideére le temps d’arrét

n—1

7o = inf{n > 1, 2:(5,’C — ) > a}.

k=0
Montrer que, sur {7t = +00}, (Up)n>0 converge p.s. vers une v.a. finie.
A3 ) Soit T ={> " Bn <400,y 01 & < 400, }.
i ) Montrer que, sur T', ay, converge vers ao > 0 et que Zflo:l {7’1 < +400.
i ) Montrer que, sur T, (Zy)n>0 converge p.s. vers une v.a. Zos finie et que > o | Np < +00 p.s.

B ) (Algorithmes de Robbins-Monro) On considére maintenant une suite adaptée de vecteurs aléatoires
(X0, Yo)n>0 @ valeurs R x RY et une suite (y,)n>0 de v.a. positives, adaptées telles que

Xnt1 = Xn + mYnt1-
On suppose qu’il existent une fonction borélienne f: R* — R%, une constante K < +oo et g € RY
tels que
E7 (Y1) = f(Xn), BT ([Yar|?) < K1+ (X%,

et que,
(7; ) 27?;1 Tn = +00, 21010:1 ’Y?% < +o0.
(it ) f est continue, f(xo) =0 et (x — xo, f(x)) <0 pour x # xo.
B1 ) On pose Z, = |X,, — xo|?. Montrer qu’il existe une constante K telle que

E]:n(ZnJrl) < (1 + K'V?L)Zn + K'WQL + 27n<Xn — 20, f(Xn)>

B2 ) Déduire de A) que (Zy)n>0 converge p.s. vers une v.a. Z et que la série’y > | yn(Xp—x0, f(Xp))
converge p.s.

B3 ) Montrer que Z =0 p.s. i.e. que X, —p—too Lo P-S-





