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Université Paris 7 - Denis Diderot UFR de Mathématiques
Master 2éme année Examen de Mai 2009
”modélisation aléatoire” et “probabilités” Francis Comets

MECANIQUE STATISTIQUE: MODELES DE POLYMERES

Durée 3 heures. Les 2 parties sont indépendantes. Tous documents autorisés, pas les
téléphones!

L3

Notations communes: Dans les deux problemes on considere le modele de polymeres
dirigés en milieu aléatoire dans Z?. La marche aléatoire est notée S = (Sp)nen et sa
loi P. Elle est indépendante de I'environnement 1 = (1(n,))@ )enxzd, qui est une
suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi, avec tous ses moments
exponentiels finis; on note @ sa loi, et A(3) = In Qexp Bn(n, x)].

PROBLEME I:

On considere la marche aléatoire S = (.S,,)nen pouvant rester sur place ou se déplacer au
plus proches voisins sur Z?, d > 3. Elle est définie a I'aide d’un parametre ¢ € [0, 1] par:
(Sp+1 — Sp;n > 0) sont independants sous P et de loi P = P,, avec

Py(Sny1— Sp = e) = q/(2d)
pour tout e plus proche voisin de l'origine, et
Pq(Sn+1—Sn:0):1—q

On note

W, =P,

exp (ﬁz n(d,S;) — W(ﬂ))]

1. (a) Vérifier que W, est une martingale.

(b) Trouver la constante C' = Cj telle que
QU = R ()

avee Ny =3 iy 15,25

i

2. Montrer que si |3| assez petit, W, converge p.s. et dans L? vers une limite W,
vérifiant 0 < W, < +oo p.s. (Indication: toute marche aléatoire en dimension
d > 3 a sauts bornés est transiente.)



3. On pose p =1n((1 —¢q)/q) € R (pour g € (0,1)). On admettra que

esxp (ﬁinu, sy-))]

J=1

p(p, ) = lim (1/n)In P,

existe p.s. et est deterministe. Soit ¥, = > " | 1g,—g, ;-

(a) En déduire que la limite

F(p,0) = lim (1/n)In P,

exp (ﬂ > 0,5 + pEn)

Jj=1

existe. Exprimer sa valeur a l'aide de p(p, 3) et de p. Vérifier que F: R? — R
est convexe.

(b) Montrer que F(p,5) < A3) + p/2 + Incosh(p/2).
4. Diagramme de phases:

(a) Montrer que ’ensemble

R ={(p,0) : Fp,8) = A(B) + p/2 + Incosh(p/2)}

est non vide.
(b) Montrer que, si n(t,x) est non bornée, R® est non vide.

(c) Résumer les propriétés de R par une représentation graphique dans le plan

(p, ).

PROBLEME II:

On considere le modele standard de polymere dans un environnement borné: (5,11 —
Sp;n > 0) sont indépendants sous P = P (x € Z¢ est le point de départ du polymere)
avec P*(Sp =) =1,

P*(Sp41 — S, =¢) =1/(2d)

pour tout e plus proche voisin de 1’origine, et on suppose que
In(n,z)| <K ps.

pour une constante finie K. On note (de maniere raccourcie) la fonction de partition et
la mesure de polymere:

Zy = Pw[eXp(ﬁZn(j, SN el 1= 2, PP exp(8) (5, 9))];

=1



et on rappelle que la limite presque stre

1
p(f) = lim —In Z,

n—oo N,

existe et est déterministe. Pour z,y € Z% m,n € N*, on note

Znmin(2,y) = P7lexp(B Y _n(m+ j,5;)); Sn = y]

j=1
(qu’on appelle la fonction de partition de point-a-point), et Z,(y) = Zy.,(0,y).
1. Trouver une constante C' = C(f3, K) telle que, pour tous n,y,0 € R,r > 0,
Q(€6(ann(y)—anZn(y))) < €n02/(20)7 Q(| In Zn(y) —Qln Zn(y)| > m‘) < 26—071?2/2’
[Indication: on pourra appliquer des inégalités de concentration.]

2. Soit € > 0. Dans cette question on montre que pour n assez grand (i.e., qu'il existe
no(€) tel que pour tout n > ng(€) on a)

QInZ,(0) < QInZ, < n2* + (1/2)QIn Za, (0). (1)
(a) Vérifier la premiere inégalité dans (1).
(b) Montrer que pour tout n et x € Z¢
QInZ5,(0) > 2QIn Z,(x).
(¢) Montrer pour a € (0,1) que
QInZ,<a'ln Z Q[Z, ()]
vz
(d) En déduire que pour n assez grand,
QIn Z, <n3* + (1/2)Q1In Zy, (0).
3. Dans cette question on montre que, pour n assez grand,
QInZ, <np(f) <QInZ,+ nate (2)
(a) Quel résultat vu en cours montre la premiere inégalité dans (2) ?
(b) Montrer que, pour a € (0,1), h,(a) = In Q[Z¢] vérifie
hntrk(a) < hy(a) + hi(a) + dIn(2n). (3)
(c) Montrer que (3) entraine que lim,_..,n 'h,(a) = h(a) existe, et vérifie pour

m assez grand

1
h(a) < fim(4) b
m m

pour une constante ¢ € (0,00). En déduire la deuxieme inégalité dans (2).

4. Conclure que , pour n assez grand,
—nite < Q1In f19,(S2, = 0) <0,

et que Q-p.s.: )
€xp _n§+€ S ,U/Qn(SQn = 0) S 1

pour n assez grand.
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